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1 Motivation und Uberblick

Zu den wichtigsten algebraischen Konstrukten gehoren, neben den Klassikern wie Grup-
pe, Ring, Kérper und Vektorraum, auch und inbesondere die Moduln. Die Theorie der
Moduln hat sich als Erweiterung der Ringtheorie aus der Darstellungstheorie von Grup-
pen, Ringen und Algebren entwickelt. In ihr finden die Methoden der Ringtheorie und
der linearen Algebra Anwendung. An den vielen Beispielen werden wir sehen, dass der
Begriff des Moduls iiber einem Ring viele der algebraischen Strukturen verallgemeinert.

Der Begriff Modul ist auch Grundlage der sog. Homologischen Algebra. Historisch
steht der heutige Begriff am Ende einer langen Entwicklung, die damit begann, dass
Gauk die Bezeichnung a = b mod m — gelesen: a kongruent b modulo m — einfiihrte
fiir die Aussage, dass a — b durch m teilbar ist (a,b,m € Z mit m > 0). Als ,Modul“
wurde zunéchst die Zahl m, spéter die Menge aller ganzzhaligen Vielfachen von m, also
die Teilmenge (bzw. das Ideal)

m -7 = {mz|lx € Z}

von Z bezeichnet.

Einige Ergebnisse der linearen Algebra konnen leicht modifiziert fiir bestimmte Mo-
duln angewendet werden. Es ist sicher hilfreich diese analogen Kenntnisse zunéchst in der
linearen Algebra zu studieren. Ferner sollte man Elementares iiber Gruppen und Ringe
wissen, d.h. Worte wie Normalteiler, Ideal oder Ahnliches sollten keine Fremdworter sein.

Dieses Dokument ist als ausfiihrliche Einfiihrung in die Theorie der Moduln zu ver-
stehen. Viele Beweise oder Beispiele die in der Literatur oftmals nur kurz abgehandelt
werden, sind in hier ausfiihrlich festgehalten. Allerdings kratzen wir hier nur an der Ober-
fliche, denn weiterfilhrende Themen werden, wenn iiberhaupt nur oberflichlich behan-
delt. Die vorkommenden Satze, Lemmata und Beispiele habe ich jedoch so ausgewéhlt,
dass wichtige weiterfiihrende Themen, wie exakte Sequenzen, freie oder projektive Mo-
duln, im Anschluss ohne Probleme studiert werden konnen.

2 Links-, Rechts- und Bimoduln

Bevor wir loslegen, definieren wir was wir unter einer inneren bzw. duferen Verkniipfung
verstehen.

DEFINITION

Es seien M und N Mengen und M x M bzw. M x N ihr kartesisches Produkt. Unter
einer inneren Verkniipfung auf M versteht man eine Abbildung M x M — M. Unter
einer &ulleren Verkniipfung auf M verstehen wir eine Abbildung N x M — M.

Die Forderung nach einer inneren Verkniipfung stellt also sicher, dass die Abbildung
innerhalb der vorgegebenen Menge M operiert. Eine dufere Verkniipfung auf M schrankt
das Bild einer speziellen Abbildung, die auf zwei im Allgemeinen verschiedenen Mengen
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definiert ist, auf M ein.

2.1 Linksmoduln

Neben der nun folgenden Definition eines Linksmoduls existiert eine dquivalente Cha-
rakterisierung dieses algebraischen Konstrukts, die wir nach einigen Bemerkungen zur
Definition anfiihren werden.

DEeriNITION (Linksmodul)
Es sei R = (R,+,-) ein Ring und M = (M, +) eine ablesche Gruppe. M zusammen mit
einer dufkeren Verkniipfung (skalare Multiplikation)

x: RxM— M definiert durch

(o, ) = axx
heikt ein R-Linksmodul (oder Linksmodul iiber R) , wenn gilt:

(M) (a+B)xx=axx + Bxx (Distrubutivgesetze)

~

(M) ax(x +y)=a*xx + axy
(Ms) (- B)*x=ax*(8xx) (Assoziativgesetz)

fiir alle a, 8 € R und x,y € M. Hat R ein Einselment 1, dann heifft der Modul unitér,
wenn zusétzlich fiir alle x € M das unitdires Gesetz gilt :

lxx=uzx. (My)

Die Distributivgesetze (M;) und (Ms) fordern die ,Vertrédglichkeit“ der Verkniipfung
+ mit der Addition + in R und der Addition + in M. Entsprechend stellt das Assozia-
tivgesetz (Ms) die Verbindung der Multiplikation - in R mit der Skalarmultiplikation x
her.

BEMERKUNG 1

Beachten Sie, dass in vielen (dquivalenten) Definitionen eines Modul nicht zwischen der
duferen Verkniipfung * und der Ringmultiplikation - unterschieden wird, und stattdes-
sen dafiir ein und dasselbe Symbol (meist -) verwendet wird. Entpsrechendes gilt auch
fiir die Ringaddition und die Addition von M. Weiter unten in diesem Dokument werden
wir, soweit keine Verwechslungen zu befiirchten sind, diese strenge Notation zu Gunsten
einer einfacheren aufgeben. Das Produkt eines Paares x,y € R schreiben wir meist in
der iiblichen Kurzform ab anstatt a - b.

Natiirlich kann man, wie auch bei Gruppen oder Ringen, insbesondere die Axio-
me (M), (My) und (M;) per Induktion erweitern: Bspw. gilt dann fiir « € R und
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~ ~

T,y,2 € M :ax(x+y+2) = ax(z+(y+2)) = axz + ax(z+y) = a*xr + axz + axy.

Die Definition der Moduln dhnelt der Definition eines K-Vektorraums (K ein Korper)
sehr: Die Axiome sind im Prinzip identisch, nur dass ein Vektorraum stets einen Korper
K anstatt eines Ringes R fordert.

DEFINITION
Es sei K ein Koérper. Ein K-Modul V', nennt man K-Vektorraum.

Jeder K-Vektorraum V ist ein K-Modul V| d.h. jeder Vektorraum ist ein Modul iiber
einem Korper. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen jedoch nicht, d.h. es gibt R-Moduln
die nicht die Vektorraum-Axiome erfiillen.

Im Vorgriff auf das erste Beispiel a) werden wir eine wichtige dufsere Verkniipfung
herleiten:
Es sei (R, +,-) ein Ring und weiter seien a € R und n € Ny := NU {0}. Aufgrund der
Definitionen der beiden Ringverkniipfungen + und - kénnen wir eine Skalarmultiplikation
* (und sogar noch mehr) zwischen der Menge der natiirlichen Zahlen N und R wie folgt
erklaren:

e Dxa:=0

e Nk =oa+...+«
N’

n Mal
e " =q-...-a=a+...+«
n Mal an—1 Mal
o (—n)xa:=—(nx*a).

Natiirlich kann man die ersten beiden Gleichungen auch via Induktion verifizieren: Der
Induktionsanfang ist klar, da 0 % n := 0 gemé&f Definition gilt. Der Induktionsschritt ist
aufgrund der Gleichung nxa = (n — 1) * a+ « ebenfalls klar. Entsprechend kénnte man
auch die Potenz via Induktion verifizieren.

Der letzte Punkt weitet die Definition der Skalarmultipliaktion auf Z und R aus; darauf
kommen wir noch einmal zuriick. Diese wohlbekannten, und in diesem Licht doch neuen,
Rechenregeln werden sich fiir das erste Beispiel als niitzlich erweisen.

2.2 Beispiele zu Moduln

In diesem Abschnitt werden wir wichtige Beispiele fiir Moduln kennenlernen und soweit
notig deren Eigenschaften auch explizit nachweisen.

BEISPIEL
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a)

Es sei G = (G,+) eine abelsche Gruppe und + die iibliche Addition in Z. Fiir
n,m € Ng und z,y € G ist n*x bereits induktiv definiert worden. Fiir eine negati-
ve ganze Zahln € Z,n < 0, setzt man nxz := (—n)*(—x) in additiver Schreibweise.

Mit der oben erklarten skalaren Multiplikation * ist GG ein unitérer Z-Linksmodul.

Beweis. Bedingung (M,) der Definition folgt direkt aus der Definition von *, denn
offensichtlich gilt dann 1%z = x. Bedingung (M) ist ebenso einfach zu verifizieren,
da fiir n,m € Z offensichtlich gilt

(n+m)xz=x + ... +x
—
n+m Mal

=z 4+ ...+ + 4+ ... +x
—— —
n Mal m Mal

~

=Nn*xTr + m*x.

Die Bedingung (M,) kann ebenfalls durch Nachrechnen gepriift werden, dabei ist
zu beachten, dass die folgenden Umformungen nur deshalb moglich sind, da die
Gruppe als kommutativ (bzw. ablesch) vorausgesetzt wird.

(r+yn=@+ty+ ... +@+y

n Mal n Mal

=T *xNn + Yy*xn.

Schlieflich bleibt noch (Ms) zu zeigen durch

=nx(mxzx).

Damit haben wir alle notwendigen Axiome der Definition nachgewiesen und es
folgt, dass alle abelsche Gruppen G Z-Linksmoduln sind. n

Es sei R = (R,+,) ein Ring und seien z,y € R. Betrachten wir die Ring-
multiplikation als duftere Verkniipfung von Elementen aus R mit Skalaren aus
R. Konkret soll die Skalarmultiplikation * : R x R — R definiert sein durch
(x,y) — x*xy =z -y =zy, es wird also die Ringmultiplikation als skalare Mulit-
plikation interpretiert. Entsprechend nimmt der Ring R eine Doppelrolle ein.

Da ein Ring geméaf Definition bzgl. der Multiplikation assoziativ und distributiv
ist, sind (M) bis (M3) natiirlich erfiillt. Die Bedingung (My) ist genau dann erfiillt,
wenn R selbst unitér ist, d.h. ein Einselement enthélt.
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¢) Ist K ein Schiefkorper, dann zeigt ein Vergleich der Definitionen, dass die unitiren
K-Linksmoduln genau die Linksvektorrdume iiber K sind.

d) Ist M eine abelsche Gruppe, R ein Ring und definiert man die skalare Multiplikati-
on (a,x) — axz := 0 fiir alle « € R und z € M, dann wird M ein R-Linksmodul.
Moduln dieser Art heifsen trivial.

e) Ist G eine abelsche Gruppe und R = End(G), der Ring der Endomorphismen von
(G, dann ist G zusammen mit der natiirlichen Operation
x: End(G) x G — G
(o, ) — axx = a(r)

ein R-Linksmodul. Sdmtliche Axiome (M) bis (Ms) bzw. (M,) folgen aus der
Definition eines Endomorphimus.

Die strenge Notation zwischen duflerer Verkniipfung und Ringmulitplikation lassen wir
nun fallen!

BEISPIEL

Es seien K ein Korper und V' ein Vektorraum iiber K. Weiter sei f : V' — V eine
K-lineare Abbildung von V in sich, also ein Vektorraum-Endomorphismus. Ist p :=
> a; X" ein Polynom aus K[X], dann ist auch die Abbildung

p(f): K] x End(V) = End(V) — mit  (p,f) = p(f) = aif’
linear. Die Eigenschaften eines Endomorphismus bleiben durch die i-fache Kompositi-
on der Funktion f mit sich selbst, konkret f* = fo...o f, erhalten. Definiert man eine
——

i Mal
duflere Verkniipfung wie folgt:

o KX xV =V definiert durch
(p,v) = p(f)(0) =D aif'(v),

fir alle p € K[X] und v € V, dann ist V zusammen mit der duferen Verkniip-
fung ein unitidrer K[X]-Modul. Wir konstatieren, dass die Abbildung (p,v) — p(f)(v)
auf den Vektor v € V angewendet werden kann, da p(f) = > a;f' ein Vektorraum-
Endomorphismus von V ist. Das Polynom f selbst kann nicht auf den Vektor v ange-
wendet werden. Man beachte im Folgenden, dass f° = id gerade die Identitiit ist.

Beweis. Es seien p,q € K[X] zwei Polynome und v € V, dann folgt die Eigenschaft
(M) folgt durch

n

(P+aq)-v= (ZaiXi‘f‘iijj) ‘v

=0 =0
max(n,m)
= Z (ar, + bp) X" | - v,
k=0
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wobei die Koeffizienten a; bzw. b; mit n < i < max(m,n) bzw. m < j < max(m,n)
gleich 0 gesetzt werden, je nachdem, ob m oder n das Maxium der beiden natiirlichen
Zahlen ist. Es sei max := max(m,n), dann gilt

(p+q)-v= (Zx(ak-Fbk)Xk) v

k=0

= (Z (ak + bk)fk(v)>

k=0
= (ap +bo) + (a1 + b1) f(v) + ... + (Amax + bmax) f5 (V)
= Qo + CLlf(U) +...+ amaxf(v)max + bO + blf(v) 4+ ...+ bmaxfmax(v>
= (Z mf“v)) + (Z bjfj(v)>
1=0 j=0
=p-v+q-v.
Bisher haben wir also nicht die spziellen Eigenschaften eines Ringendomorphismus be-

notigt, dies wird sich beim Nachweis der Bedingung (M;) dndern. Es seien v, w € V und
p,q € K[X]:

n

p-(v+w):Zaz~Xi-(v+w)

n

= Zaifi(v+w) (1)

i=0
= ag + a1 (f(v) + f(w)) + ... + an(f"(v) + ["(w)) (2)
=ag+arf(v) +... +af"(v) +ao +af(w) + ... +anf"(w)
=p-v+p-w

Den Ubergang von (1) zu (2) ist deshalb legitim, da f nach Voraussetzungen ein Endo-

morphismus ist und die Komposition von endomorphen Funktionen selbst wieder endo-
morph ist. Schlieblich miissen wir noch (M3) zeigen; seien dazu p,q € K[X] und v € V:

(pq) -v = (ZaiXiijXj) v

=0

:%l ( > aibj> £ (v)

k=0 \k=itj

Schreibt man die letzte Summe aus, so erhélt man

= agbo + (aoby + a1bo) f(v) + (asbo + aobs + arby) f2(v) . .. + (anbp) [ (V).
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Andererseits gilt fiir p := > (a; X*, q := 37" 0; X7 die Gleichungskette
p-(g-v)=p- (ijfj(v)>
=0
= Zaifi (Z bj]”(“))v (3)
i=0 =0

und schreiben wir (3) aus, so ist diese Summe gerade

= ao f° (Z bjfj(v)> +...Fa,f" (Z bjﬂ(”))

j=0
= aobo + Goblf(’l)> + ...+ aobmfm<?))

+af (Z@fﬁ'@)) +oanf" (Z@fﬂ@))

= a,()b() + aoblf(v) + ...+ aobmfm(v)
+ar f(bo + b1 f(v) + 02 f* () + ... 4 by f7 (V)
+agf2(bo + bif(v) + baf? (V) + ... + by f™(V))

=
+anf"(bo + 01 f(v) + baf?(v) + ...+ by f7(v))

= CL(]bO + (loblf(v) +...+ aobmfm(v)
+ a1 f(bo) + a1 f (b1 f(v)) 4+ ar f (b2 f*(v)) + ... 4 ay f (b f™ (v))
+ agf?(bo) + ag f2 (01 f (v) + azf(baf?(v)) + ... + agf? (b [ (v))

+:

+ anf"(bo) + anf" (b1 f(0) + anf" (bof* (V) + ... + anf" (b f™ ()
= aoby + aph1 f(v) + ... + aphy fM (V)

+arbof(1) + arby f2(v) + arbof2(v) + ... + arbp f™ ()

+ agbo f2(1) 4 agby f2(v) + agba f* (V) + ... + agby [T (V)

+:

+ anbof™ (1) + anby [ (V) + anba f*2(0) + .+ anby [ ()

Aus der letzten Gleichung kann man, die Diagonalen beriicksichtigt, ablesen, dass die
geforderte Identitét tatséchlich besteht.

Es ist nur noch (M) nachzuweisen: Das neutrale Element des Polynomrings ist beziig-
lich der Multiplikation das Polynom 1X° (und nicht etwa die konstante Einsfunktion!).
Es gilt also Yo € V : 1X° - v = f%(v) = id(v) = v, damit ist (M) nachgewiesen. O
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2.3 Charakterisierung von Moduln

Wie Sie wahrscheinlich bereits wissen héngt die Existenz einer Gruppenoperation unmit-
telbar mit der Existenz eines speziellen Homomorphismus zusammen. Auch die Existenz
eines Moduls kann alternativ mit Hilfe eines speziellen Ring-Homomorphismuses charak-
terisiert werden:

Lemma 2.1: Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann kann man aus M stets einen
Ring-Homomorphismus w : R — End(M) und umgekehrt induzieren.

Letztes Lemma besagt also, dass man zu gegebenem R-Modul M stets einen Ring-
Homomorphismus w : R — End(M) gewinnen kann. Andererseits induziert ein vorge-
gebenen Ring-Homomorphismus der Form von w auch stets ein R-Modul. Deshalb sagt
man auch, dass ein R-Modul M und ein Ring-Homomorphismus w : R — End(M)
im wesentlichen dasselbe sind. Bevor wir diese Aussage beweisen noch eine wichtige
Bemerkung vorab.

BEMERKUNG 2
Will man also aus einem Ring-Homomorphismus w einen Modul grM generieren, so
definiert man eine duflere Verkniipfung R x M — M durch

(,2) = a-x:=w(a)(z), Ve e M

d.h. man wendet den Endomorphismus w(a)) € End(M) auf das Element x € M an.

Beweis.

Es sei w: R — End(M) ein Ring-Homomorphismus. Wir miissen zeigen, dass mit Hilfe
von w alle Punkte der Definition, also (M;) bis (My), erfiillbar sind. Dazu definieren wir
unsere dufsere Verkniipfung, wie in Bemerkung 2 beschrieben.

Die Bedingung (Ms) folgt dann aufgrund der Eigenschaften des Ring-Homomorphismuses
w, denn es gilt

Die Bedingungen (M;) und (M;) bedeuten, dass w : R — End(M) mit der Ad-
dition bzw. Multiplikation vertrdglich ist. Wir konstatieren, dass w selbst ein Ring-
Homomorphismus ist und das Bild von Omega ein Endomorphismus von M, d.h. wir
bilden in den Endomorphismenring (End(M),+,0) ab, der als multiplikative Verkniip-
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fung die Komposition besitzt. Deshalb gilt:

(0+B) - = w(a+ A)(x)
= [w(a) + w(B)()
= w(0)(x) +w(B)(x) =a-z+ Bz,

(aB) -z = w(af)(z
= [w(@) ow(P)(z) = a- (8- ).

Die Bedingung (M,) besagt, dass w das Einselement von R in das Einselement von
End(M) abbildet, was ein Ring-Homomorphismus R — End(M) natiirlich erfiillt. Es
folgt, dass mit Hilfe von w ein R-Modul erklirt ist.

Ist umgekehrt ein Modul gegeben, so ist es nun die Aufgabe daraus einen Ringhomo-
morphismus zu konstruieren. Dazu nutzen wir die dufsere Verkniipfung des Moduls

RxM—M

(,z) —» a-x

die (M;) bis (M) erfiillt, so kann man w : R — End(M) durch w(a)(z) = a-x
definieren. Man kann nun analog fiir die Riickrichtung argumentieren und stellt fest,
dass w ein Ring-Homomorphismus ist. O]

Bevor wir weitere Beispiele zur dquivalenten Charakterisierung eines Moduls untersu-
chen, fithren wir ein wichtiges Prinzip ein, dass auch in der klassischen Algebra (insbe-
sondere in der Galois-Theorie) von grofer Bedeutung ist:

Ziel ist es die Existenz, die Anzahl oder die Eindeutigkeit bspw. eines Homomorphis-
muses nachzuweisen. Um dies zu bewerkstelligen, geht man in diesem Beweisverfahren
zunédchst davon aus, dass es eine derartige Abbildung tatsachlich gibt. Dadurch folgert
man (notwendig viele) grundlegende Eigenschaften des Homomorphismus, um im An-
schluss die Existenzannahme fallen zu lassen. Mit Hilfe der gewonnen Charakterisierung
des Homomorphismus versucht man sodann nachzuweisen, dass und in welcher Quanti-
tat dieser existieren kann.

Mit Hilfe des beschriebenen Beweisverfahrens zeigen wir, dass es zwischen dem Ring
(Z,+,-) und einem beliebigen Ring (R, +,°) nur einen Homomorphismus g geben kann.
Nehmen wir also zunichst an, dass ein Ring-Homomorphismus g : Z — R existiert.
Dann stimmt der Funktionswert g(1) = 1z € R mit dem Einselement aus R iiberein, da
ein Homomorphismen FEinselemente auf Einselemente abbildet. Aus der Vertriglichkeit
des Homomorphismus g mit der Addition folgt weiter

gn)=gn-1)=9g(l+...+1)

~
n Mal

10


http://www.mathematik-netz.de

mathematik-netz.de Links-, Rechts- und Bimoduln

fiir alle n € Z, wobei wir uns dabei auf die Definition der dufseren Verkniipfung (d.h. der
multiplikativen Verkniipfung von R) * aus Abschnitt 2.1 stiitzen (dazu fasst man R als
Modul iiber Z auf). Weiter gilt fiir m,n € Z

gmn) =g(n+ ... +n)=gn)+...+g(n)

m Mal m‘l\,/[al
=n-lg+...+n"1g=(mn) " 1p.
m Mal

Wenn es also einen Ringhomomorphismus ¢g : Z — R gibt, so ist es die Abbildung
n — n - 1z. Wir miissen dazu noch zeigen, dass g : Z — R dann tatséchlich ein Homo-
morphismus ist. Dazu kénnen wir ausnutzen, dass (R, +, ) ein Modul iiber dem Ring
(Z,+,-) ist.

Die Additivitit folgt durch g(n+m) = (n+m) " 1g =n"1g + m 1z = g(n) + g(m).
Entsprechend folgt die Homogenitéit druch g(mn) = (mn) * 1g = m * (n * 1) =
(m*1g) * (n* 1g) = g(m) * g(n). Abschliefend sei konstatiert, dass die Abbildung g
gerade diejenige Abbildung ist, mit der man den sog. [Primring konstruiiert.

Da man auf einem Bein schlecht steht, verwenden wir das Beweisprinzip noch ein wei-
teres Mal bei folgender Behauptung: Sei R ein kommutativer, S ein beliebiger Ring und
J : R — S ein Homomorphismus. Unter einer Erweiterung oder Fortsetzung von f
auf R[X] verstehen wir einen Homomorphismus f : R[X] — S, so dass die ,Einschrin-
kung“ figr mit f iibereinstimmt.

Wir behaupten nun: Zu jedem s € S, das mit Bild(f) vertauschbar ist (d.h. s[f(a)] =
[f(a)]s fiir alle @ € R), gibt es genau eine Erweiterung f, so dass f(x) = s.

Existiert ein solches ]7, so muss (aufgrund der Definition eines Ringhomomorphismu-
ses) gelten

F(Sox) =3y

=0

Also gibt es hochstens ein solches f, da die Einschrankung auf R mit der Funktion f
ibereinstimmen muss. Umgekehrt verifiziert man, dass die Abbildung

n

ZaiXi > if(ai)si
i=0

1=0

die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Die eben bewiesene Eindeutigkeit nutzen wir
im zweiten der folgenden Beispiele.
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BEISPIEL

1. Sei M eine abelsche Gruppe. Der einzige Ring-Homomorphismus Z — End(M)
macht M zu einem Modul {iber Z. Abelsche Gruppen und Moduln iiber Z kénnen
daher als dasselbe betrachtet werden.

2. Sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K und f : V' — V eine lineare Abbildung.
Zu der K-Modul-Struktur von V' gehort ein Homomorphismus w : K — End(V).
Fir a € K ist w(a) : V — V die skalare Multiplikation mit dem Element a.
Wir wollen w 7zu einem Homomorphismus @ : K[X]| — End(V') so erweitern, dass
w(X) = f. Nach dem eben Gezeigten (vor diesen Beispielen) ist das auf genau eine
Weise moglich.

2.4 Rechtsmoduln und Bimoduln

Villig analog zu Linksmoduln werden Rechtsmoduln, nun mit der verkiirzten Notation,
definiert:

DEFINITION (Rechtsmodul)

Es sei R ein Ring und M eine ablesche Gruppe. M zusammen mit einer dufleren Ver-
kniipfung - : M x R — M definiert durch (z, a) — x -« heift ein R-Rechtsmodul (oder
Rechtsmodul iiber R) , wenn gilt:

(M]) z-(a+ ) =z -a+x- [ (Distrubutivgesetze)
(M}, (x+vy)-a=z-a+y- -«
(M) x-(af) = (x-«)- [ (Assoziativgesetz)

fiir alle o, 8 € Rund x,y € M.
Hat R ein Einselment 1, dann heiftt der Modul unitér, wenn zusétzlich fiir alle x € M
das unitdres Gesetz gilt:

r-1=ux. (Mi)

BEMERKUNG 3

Natiirlich heiftt ein R-Links-Modul deshalb so, da das Ringelement o« € R in der dufseren
Verkniipfung auf der linken Seite steht. Zwischen Links- und Rechtsmodul ist nicht
nur aus formalen Griinden zu unterscheiden, es besteht insbesondere ein inhaltlicher
Unterschied, vorausgesetzt R ist nicht kommutativ.

Beweis. Wir zeigen durch Widerspruch: Es sei M ein Links-Modul iiber dem Ring R mit
der dukeren Verkniipfung - : R x M — M. Wir versuchen, das Produkt mit Elementen
aus R von rechts zu schreiben. Zur Unterscheidung schreiben wir es mit o. Es sei also

QX :=1Toq, Vae Ryxe M
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Der Linksmodul M ist mit dem so definierten dufseren Produkt o : M x R — M im All-
gemeinen kein Rechtsmodul: Geméfs Voraussetzungen ist M ein Linksmodul, d.h. es gilt
insbesondere das Assoziativgesetzt fiir die skalare Multiplikation eines Ringelements von
links. Wir nehmen nun zunéchst an, dass M mit der Verkniipfung o auch ein Rechtsmo-
dul ist, doch anstelle des Assoziativgesetzes (M}) gilt dann (alle weiteren Bedingungen
kann man 0.B.d.A. als giiltig voraussetzen)

(@B) -z =xo(af)=(zoa)of=(a-z)of=F (a-z)i

Ein Widerspruch zur Assoziativitéit des Linksmoduls. Ist R also nicht kommutativ, dann
ist ein Linksmodul im Allgemeinen mit dem so definierten Produkt kein Rechtsmodul
und umgekehrt, da in diesem Fall das Assoziativitdtsgesetz nicht gilt. Die Distributivge-
setze und das unitire Gesetz gelten auch fiir nicht kommutatives R im Linksmodul M
mit duferer Verkniipfung o. O

Ist R aber kommutativ, dann erfiillt M zusammen mit der neu definierten dufseren
Verkniipfung o sdmtliche Axiome der Definition eines R-Rechtsmodul, deshalb ist so-
dann nicht notwendig zwischen Links- und Rechtsmoduln zu unterscheiden. Ein Modul
M 1iiber einem kommutativen Ring R nennen wir auch zweiseitig.

Neben R-Links- und R-Rechtsmoduln gibt es auch noch so genannte (R, S)-Bimoduln.

DEFINITION
Es seien R, S zwei Ringe. Unter einem (R, S)-Bimodul verstehen wir ein R-Linksmodul,
der gleichzeitig ein S-Rechtsmodul ist und fiir den gilt

(a-x)p=a-(z-p) Ve M; aeR, €S.

Sprechen wir von einem Modul bzw. von einem R-Modul, so meinen wir ein einseitiges
R-Modul, d.h. entweder ein Links- oder Rechts-Modul, die Seite soll also nicht fixiert
sein. Ist in dem Beweis bzw. in der Aussage eines Satzes oder eines Lemma die Seite
der duferen Ringverkniipfung von Bedeutung, so werden wir uns dabei auf die linke
oder rechte Seite beschrinken. Man beachte jedoch stets, dass alle Aussagen iiber Links-
Moduln analog auch fiir Rechts-Moduln (Dualitét) gelten. Wir werden ein R-Linksmodul
M auch kurz mit gk M und ein R-Rechtsmodul N mit N notieren.

2.5 Moduln und Algebren

In diesem Abschnitt werden wir erkldren, was man unter einer Algebra zu verstehen hat,
einige Beispiele dazu auffithren und die Zusammenhénge zu Moduln aufzeigen.

Es sei ein n-dimensionaler Vektorraum V' iiber dem Kérper K vorgegeben. Unser Ziel

ist es aus V' eine neue algebraische Struktur dhnlich einem Ring mit zusétzlichen FEigen-
schaften zu konstruieren.
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Dazu sei e; der i-te Einheitsvektor, d.h. e; := (0,...,0,1,0,...,0)7 ist derjenige Vektor
dessen i-te Koordinate 1 und dessen sdmtliche iibrigen Koordinaten 0 sind. Ein jeder
Vektor v = (ki,...,k,) € V auf genau eine Weise in der Form

U:k1€1+k262+...+kn6n

darstellen. Es ist offensichtlich {e;| i = 1,2,...,n} eine Basis des K-Vektorraumes V. In
V' soll nun eine Vektor-Multiplikation erklart werden, dazu definieren wir die Produkt-
bildung zuerst fiir die Standardbasisvektoren

eie; 1= Z/\ijkek fir alles,5 =1,...,n,

k=1
n

(ae;)(bej) == (ab)e;e; = (ab) Z Nijk€r = Z (ab) \ijkex.
k=1

k=1

wobei die A;;i, beliebige (aber zu fixierende) Elemente aus K sind. Mit Hilfe dieser Fest-
legung kann man nun das Produkt zweier beliebiger Vektoren erkliren.

<Z ai&-) <Z bj€j> =) (aiby)eie; =Y (Z @ibj)\ijk> C-

i=1 j=1 i=

Da wir uns lediglich einen Vektorraum vorgegeben haben, ist insbesondere die Giiltigkeit
Assoziativitdtsgesetzes der zusatzlichen Verkniipfung also der Multiplikation nachzuwei-
sen. Soll die neue Struktur assoziativ sein, so muss notwendig

ei(ejer) = (eiej)ey,

gelten. Rechnet man diese Produkte geméf Definition nach, so erhélt man

(eiej)ek = (Z /\ijses> €k = Z )‘ijS(esek) = Z (Aijs Z )\sktet) = Z (Z )\ijs)\skt) €t
s=1 s=1 s=1 t=1 1 t=1

s=

ei(ejek) =6 (Z /\jks€s> = Z )‘jks(eies) = Z (Ajks Z )\istet) = Z (Z )\jks/\ist) €t
s=1 s=1 s=1 t=1 s=1 t=1

Soll also die Multiplikation assoziativ sein, so muss notwendig und hinreichend (auf-
grund der Basiseigenschaft von den e;) die Relation

n n
E )\jks)\ist = E >\ijs)\sk’t
t=1 t=1

erfiillt sein. Biindelt man alle Ergebnisse so stellt man fest, dass durch die Festlegung der
Multiplikation ein Ring A entstanden ist. Das algebraische Konstrukt A vereinigt dabei
gleichzeitig die Vektorraum- und die Ringeigenschaften in sich, wir nennen deshalb A
auch eine Algebra des Ranges oder der Dimension n iiber dem Koérper K. Offensicht-
lich wird die Struktur und damit das Rechnen in der Algebra A wesentlich durch die
Festlegung der so genannten Multiplikations-Konstanten \;;;, bestimmt. So ist die
Algebra A auch genau dann kommutativ, wenn e;e; = eje; und damit

Aijk = Njik

gilt.
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BEISPIEL
Wir betrachten die Menge der komplexen Zahlen (C,+) als R-Vektorraum. Unter die-
sen Umsténden ist {1,i} die Standardbasis und somit sind e; := 1 bzw. ey := i die

Standardbasisvektoren, d.h. man kann jedes Element v € C in der Form
a = ]{511 + ]{,’QZ

mit k1, ks € R schreiben. Die Voraussetzungen sind nun gegeben, um daraus eine R-
Algebra zu konstruieren. Dazu miissen wir zunéchst die Multiplikation definieren, d.h.
die Produkte der Basiselemente bestimmen:

€1€9 = €9€1 = €9,
€161 1= €1,

€o€9 = —€7.

Aus diesen drei Definitionen kann man nun samtliche Multiplikations-Konstanten extra-
hieren, z.B. sind fiir e;ey = Z?:1 A1gie; die Zahlen \j9; = 0 und Aj99 = 1 die entsprechen-
den Grofsen. Sind also zwei beliebige Zahlen o, f € C mit « := ag+ a2 und S := by + b1t
gegeben, so ist deren Produkt definiert durch

2 2
Q- 5 = ((1161 + CLQ@Q) . (b161 + b2€2) = Z Z (aibj)eiej = a1b1 + albgi + agbli — a2b2.
=1 j=1

Letztlich ergeben sich also daraus die fiir den Koérper C iiblichen Rechenregeln, womit
auch bereits alle fiir die Algebra notwendigen Eigenschaften folgen.

Wir fassen die Erkenntnisse nun in einer Definition zusammen.

DEFINITION
Unter einer Algebra A des Ranges n iiber einem Korper K versteht man einen Ring
(A, +, ) mit folgenden Eigenschaften

i) A ist ein n-gliedriger K-Modul:

A=Kb +...+ Kb,

ii) Die Elemente aus K sind mit den Basiselementen {by,...,b,} vertauschbar.

iii) Mit den Produkten von Elementen aus K und A wird nach dem assoziativen Gesetz
und dem distributiven Gesetzen gerechnet.

Der Korper K heifst Grundkorper von K.

Will man sich kurz fassen, so sagt man zu einer Algebra A des Ranges n iiber K auch
K-Algebra vom Rang n. Das beschriebene Konstrktionsverfahren kénnte man auch fiir
vorgegebene unendlich dimensionale K-Moduln durchfiihren. Weiter kénnte man anstatt
eines Korpers einen freien R-Modul vorgeben, da auch dieser eindeutige Darstellungen
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als Linearkombinationen besitzt. In der noch folgenden alternativen Definition einer Al-
gebra werden wir etwas allgemeiner mit einem festen R-Modul ansetzen.

Das folgende Beispiel wird nun einen Zusammenhang zwischen Modul und Algebra
aufzeigen, dies ist fiir das Verstéindnis weiterfithrender Themenbereiche, wie z.B. die
Darstellungstheorie (von Kéchern), von Notwendigkeit.

BEISPIEL

Ein beliebiger Ring S lisst sich vermdge des Ringhomomorphismus ¢ : R — S als R-
Modul auffassen. Die dufere Verkniipfung S x R — S (hier als Rechtsmodul) ergibt sich
durch

(s,7) = so(r),

also durch die Ringmultiplikation in S. Da ¢ ein Homomorphismus ist, ergeben sich die
Modulaxiome von selbst.

Eine Algebra S iiber dem Ring R ist nun nichts anderes als ein Ringhomomorphismus
¢: R— S, genauer:

DEFINITION
Eine R-Algebra ist ein Ring A zusammen mit einem festen Ringhomomorphismus

p:R— A,
wobei Bild(¢) C Zentrum(A) gilt. Es gilt also

Vre Riaec A: o(r)a = ap(r).

Man beachte, dass der Ring A nicht notwendig kommutativ sein muss. Mit vorange-
gangenem Beispiel sollte jedoch klar sein, dass vermdge der Abbildung

eine jede R-Algebra A gleichzeitig ein R-Modul ist.

3 Untermoduln von Moduln

3.1 Grundlegendes zu Untermoduln

Bei Gruppen, Ringen, Korpern oder auch den Vektorrdumen nehmen Unterrdume ei-
ne bedeutende Position ein. Da ein Modul eine Verallgemeinerung vieler algebraischen
Konstrukte darstellt, liegt eine aufgrund der Verwandtschaft zu anderen Strukturen ent-
sprechende Definition eines ,,Untermoduls nahe.

DEerFINITION (Untermodul)

Es sei g M ein R-Links-Modul und - eine dufere Verkniipfung R x M — M. Eine nicht
leere Menge U C M heiftt Untermodul von M, wenn gilt:
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(Uy) U ist Untergruppe von M,

(Uy) ueUunda€e R=a-ueclU

Fiir R-Rechtsmoduln verlangen wir anstatt (Us) die Bedingung

velUundae R=u-aecU.

Ansonsten stimmen die Definitionen wortlich tiberein.

BEMERKUNG 4
Die Bedingung (U;) ist bekanntlich zum Untergruppenkriterium dquivalent, d.h. es gilt

() e (uuvelU=u—-vel),

wobei U # () vorauszusetzen ist. Die Bedingung (Us) schreibt man oft kiirzer in der Form
R-U C U. Vergleichen Sie die Definition eines Untermodul mit der eines Ideals bzw. der
eines Unter-Verktorraumes.

BEISPIEL

a)

Ist G = 7G eine abelsche Gruppe als Z-Modul betrachtet, dann sind die Untermo-
duln hiervon genau die Untergruppen. Die Bedingung (U;) ist offensichtlich erfiillt.
(Uy) ist erfiillt, da die dufsere Verkniipfung auch fiir jede Teilmenge von G als eine
solche definiert ist und damit auch fiir jede Untergruppe gilt. Man sagt dann auch,
dass die dulere Verkniipfung eine entsprechende fiir die Ungergruppe induziert,
indem man den Definitionsbereich geeignet einschrinkt.

Ist R ein Ring, dann sind die Untermoduln von rR (bzw. von Rpg) genau die
Linksideale (bzw. Rechtideale) von R. Ist R kommutativ dann sind Rechts- und
Linksideale identisch, eine Unterscheidung also nicht mehr notwendig.

Ist K ein Korper und V ein unitidrer K-Modul, also ein K-Vektorraum, dann sind
die Untermoduln hiervon gerade die Untervektorrdume von V. In diesem Fall kann
man das Unterraum-Kriterium aus der linearen Algebra anwenden.

Ist M ein Modul iiber R, dann ist fiir jedes m € M
Rm = {a-m|a € R}

ein Untermodul von M. Bedingung (U;) folgt direkt aus den Eigenschaften der
abelschen Gruppe M: Seien s, € Rm, d.h. es existieren o, § € R mit s = a-m bzw.
r = [3-m. Wir miissen zeigen, dass r — s € Rm liegt, also dass a-m — -m € Rm.
Wendet man das Distributivgesetz an, so erhalten wir (o« — /) - m und da R ein
Ring, muss a— 3 € R und damit auch r—s € Rm. Klar ist auch, dass mit s = a-m
auch §-s= (- (a-m)=(af)-m € Rm liegt — man wende das Assoziativgesetz
an. Das von m € M erzeugte Modul nennt man auch zyklische Untermodul.

Jeder Modul M enthilt die Untermoduln {0} und M. Diese Untermoduln nennen
wir daher auch die trivialen Untermoduln von M.
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Der Nullmodul {0} wird haufig durch eine schlichte 0 notiert; abgesehen vom Abschnitt
tiber exakte Sequenzen, werden wir jedoch stets das Nullmodul mit {0} bezeichnen. Wie
bei der dquivalenten Charakterisierung eines Moduls sind auch Ring-Homomorphismen
bei der Profilfindung eines Untermoduls von entscheidender Bedeutung. Dies driicken
wir in folgendem Lemma aus.

Lemma 3.1: Es sei gM ein Modul iber dem Ring R und U ein Untermodul von rM,
so dass

a-xelU firaleae R,xeU.

Dann induziert die duferen Verknipfungen R X M — M des R-Moduls rM eine ent-
sprechende dufere Verkniipfung R x U — U, die U zu einem R-Untermodul macht.

Beweis. Man wende Lemma 2.1 auf die Restriktion der d&uferen Verkniipfung auf U an
und beachte, dass sich sdmtliche Eigenschaften dieser Verkniipfung auf diese Einschran-
kung iibertragen. O]

3.2 Einfache, minimale und maximale Untermoduln

Dieser Teilabschnitt wird sich fiir all diejenigen als {iberaus niitzlich erweisen, die sich
mit weiterfiihrender Modul- bzw. Ringtheorie beschiftigen werden. Insbesondere die
Theorie iiber artinsche bzw. noethersche Ringe bzw. Moduln baut auf den nun folgenden
Erkenntnissen auf.

DEFINITION
Ein Modul gkM =: M # 0 heift einfach, wenn fiir alle Untermoduln U < M folgt, dass
U entweder das Nullmodul 0 oder aber M selbst ist.

Ein Untermodul U < M, U # 0, heifit minimaler Untermodul von M, wenn fiir alle
Untermoduln U’ < M von M mit U’ C U folgt U' = 0.

Ein Untermodul U < M, U # M, heift maximaler Untermodul von M, wenn fiir
alle Untermoduln U’ < M von M mit U C U’ folgt U’ = M.

Ebenso spricht man von einfachen Ringen oder minimalen bzw. maximalen Idealen
in Ringen. Ein einfacher Modul enthélt nur die trivialen Untermoduln und es sei kon-
statiert, dass die minimalen Untermoduln genau die einfachen Untermoduln sind. Ist
U < M ein minimaler Untermodul von M, dann gibt es keinen echten Untermoduln von
M zwischen* dem Nullmodul {0} und U, es ist also U einfach. Entsprechend kann man
ein einfaches Modul M auch als minimal auffassen.

Im Falle der Existenz sind die minimalen (= einfachen) bzw. die maximalen Untermo-

duln eines Moduls, offenbar minimale bzw. maximale Elemente in der geordneten Menge
der nicht-trivialen Untermoduln mit der Inklusion als Ordnung. Diese recht einfache
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Feststellung ist fiir Teile der Darstellungstheorie von grofser Bedeutung und findet im
folgenden Lemma Ausdruck.

Lemma 3.2: Es sei gM =: M # 0 ein R-Modul. Dann gilt die Aquivalenz

M ist einfach < Vme M\ {0} :mR =M

Beweis. ,=*: Da m # 0ist Rm # 0. Es ist 1 € R, dann muss auch m -1 = m € Rm,
d.h. M C Rm, also Rm = M.

,<="Sei U < M ein Untermodul ungleich dem Nullmodul 0 und u € U mit u # 0. Dann
ist Ru = M. Andererseits muss auch Ru < U < M gelten, also U = M. ]

BEISPIEL

a)

Z als Ring (bzw. Z als Z-Modul) enthélt keine minimalen (=einfachen) Ideale (bzw.
Untermoduln), denn ist nZ # {0}, dann ist z.B. 2nZ ein darin echt enthaltenes
Ideal ungleich dem Nullideal {0}. Die maximalen Ideale von Z sind genau die
Primideale pZ, p eine Primzahl. Ein Beweis ergibt sich aus dem aus der (linearen)
Algebra bekannten Zusammenhang

VYm,n € Z:
mZ < nZ < nlm.

Hierbei notiert n|m die ganzzahlige Division der Zahl m durch die Zahl n ohne
Rest. Eine Primzahl p besitzt nur sich selbst und die Einheit 1 als Teiler, d.h.
lediglich fiir 1|p erhalten wir einen echten Obermodul 1Z = Z.

Das Z-Modul ;Q besitzt weder minimale noch maximale Untermoduln. Das ;Q
kein minimales Untermodul kann man analog zu a) nachweisen. Angenommen
U < M sei ein minimales Untermodul, dann kénnen wir ein v € U mit u # 0
wihlen. Sodann gilt folgende Inklusionskette

0C2uZ CuZ CU CQ.

Entscheindend ist nun, dass 2uZ echt in uZ enthalten ist und das ergibt einen
Widerspruch zur Minimalitidt von U! D.h. U kann kein minimaler Untermoduln
sein.

Der Nachweis, dass Q7 keine maximalen Untermoduln besitzt skizzieren wir nur:
Ist X ein beliebiges Erzeugendensystem, so kénnen wir endlich viele Elemente
weggelassen und die Restmenge ist wieder ein Erzeugendensystem von Qz. Daraus
folgert man, dass X unendliche viele Elemente besitzen muss, denn ansonsten wére
() ein Erzeugendensystem von Qz und damit wiirde Qz = {0} folgen 4. Angenom-
men M wire ein maximaler Modul und ¢ € Q, ¢ ¢ M, dann ist

qZ+ M :={qz+m| z € Z,m € M}.
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Auch diese Menge ist ein Untermodul von Qz, da dieser M echt enthélt folgt
qZ + M = Q.

Also wére M U{q} ein Erzeugendensystem von Qz und dann auch M allein, waraus
M = Q folgen wiirde .

¢) In einem K-Vektorraum V sind genau die 1-dimensionalen Unterrdume die mini-
malen (=einfachen) Unterrdume. Diese konnen mit Elementen v € V' \ {0} in der
Form vK geschrieben werden. Ist V' ein n-dimensionaler Vektorraum, dann sind
genau die (n — 1)-dimensionalen Unterrdume die maximalen Unterrdume.

d) Ist K ein Schiefkorper, dann ist sowohl x K einfach als auch K als Ring betrachtet.
Ein Schiefkorper besitzt zu jedem Element ungleich 0 ein inverses. D.h. wir kdnnen
zua € K\ {0} ein ¢’ € K finden, so dass aa’ = a’a = 1. Deshalb muss dann Ka =
aK = K gelten, d.h. ein Schiefkoérper besitzt lediglich die trivialen Ideale. D.h. in
kK ist g K selbst minimales Untermodul und {0} ist maximaler Untermodul.

e) Wir betrachten nun M, ,(K), den Ring der quadratischen (n x n)-Matrizen mit
Koeffizienten aus einem Schiefkérper K. Es ist M, ,(K) als Ring einfach, nicht
jedoch als M, ,(K)-Modul.

Die nun noch folgenden Lemmata sind sehr niitzlich bei der Beweisfiihrung vieler Sétze
aus der Modul- und Ringtheorie.

Lemma 3.3: Es sei U < M ein echter Untermodul. Dann sind dquivalent:
U ist mazimaler Untermodul von M < NYx € M,x ¢ U gilt: zR+U = M.

Beweis. ,=*Dax ¢ U ist R+ U ein echter Obermodul von U. Gemif Voraussetzung
ist U ein maximaler Untermodul von M, deshalb muss xR 4+ U = M folgen.

b= 8ei U < U < Mundseixz e U,z ¢ U. Alsoist M = (zR+U) < (U +U) <
U’ < M, also muss U’ = M sein. O

3.3 Zyklizitdat, Erzeugendensysteme und Durchschnitt von
Moduln

Das letzte Beispiel legt nahe, ebenso wie bei Gruppen, die Eigenschaft der Zyklizitét
auch fiir Moduln einzufiihren.

DEFINITION
Es sei g M ein Mdoul iiber dem Ring R. Ein Untermodul U von M heift zyklisch oder

monogen, wenn es ein m € M gibt mit U = Rm.

Betrachten wir einen Ring ohne Einselement, so muss m nicht notwendig in Rm liegen.
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Es sei M ein beliebiger Modul. Fiir die folgenden Betrachtungen ist es zweckméfig,
Systeme von Untermoduln von M mit Hilfe von Indexmengen zu beschreiben: Es sei [
stets eine nicht-leere (endliche oder unendliche) Menge, die wir Indexmenge nennen
werden. Jedem ,Index“ ¢ € I sei eindeutig ein Untermodul U; von M zugeordnet. Das
aus Untermoduln bestehende System {U;|i € I} bezeichnen wir als Familie von Unter-
moduln. Analog kénnte man auch Familien von Vektorrdumen, Ringen oder Gruppen
definieren.

Lemma 3.4: Ist xM =: M ein Modul iber dem Ring R und {U;|i € I} eine Familie
von Untermoduln von M, dann ist auch der Durchschnitt (., U; ein Untermodul von

M.

Beweis. Seien z,y € (,c; Us, d.h. x,y € U fiir alle i € I. Dann liegt auch x —y € U; fiir
alle 7 € I in jedem Untermoduln U; (vgl. Bemerkung 4). Damit liegt auch x—y € (,; Us.
Der zweite Teil des Beweises verlduft analog: Es seien o € R und « € (), U;. Gemaf
Definition des Durchschnitts ist damit « € U; fiir alle ¢ € [ giiltig. Da die U;,7 € [

allesamt Untermoduln sind, folgt o - = € U; fiir alle ¢ € [ und damit o - € ﬂiel U, O

Ab nun betrachten wir Erzeugendesysteme eines Modul gkM =: M. Es sei A C M
eine beliebige Teilmenge. Um Aussagen {iber eine gegebene Teilmenge A C M zu treffen,
die durch Moduleigenschaften bedingt ist, so ist es sicher sinnvoll, den Elementen keine
Aufmerksamkeit zu schenken die mit A oder den Moduleigenschaften nichts zu tun haben.
Wir suchen also das kleinste Untermodul von M, welches A enthilt; die Existenz eines
derartigen Untermodul, folgt aus dem eben bewiesenen Lemma 3.4.

DEFINITION
Es sei gM =: M ein Modul iiber dem Ring R und A C M. Der Untermodul

r(A) = ﬂ {U|U ist Untermodul von M mit A C U}

heifst der von A erzeugte Untermodul zu M. Ist g(A) = M, dann heift M von
r(A) erzeugt und A ein Erzeugendensystem von M.

Der Modul M heikt endlich erzeugt, wenn es ein endliches Erzeugendensystem
{a1,...,a,} € M gibt. In diesem Fall schreiben wir M = g(ay,...,a,). Abkiirzend
werden wir anstatt g(.) nur kurz (.) schreiben.

Es sind (§) = {0} und (M) = M; jeder endliche Modul ist natiirlich endlich erzeugt.
Folgende Eigenschaften ersieht man sofort aus der Definition von (A):

(Ey) (A) C U fiir jeden Untermodul U mit A C U.

(E)) gilt, da alle Untermoduln U iiber die der Druchschnitt gebildet wird die Menge A
enthalten miissen. Der Druchschnitt von Untermoduln ist selbst ein Untermodul, deshalb
konnen die Untermoduln U iiber die der Durchschnitt gebildet wird nur Obermoduln
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sein, d.h. es gilt (Es).

Im Sinne (E) und (FE3) sagen wir, dass (A) der kleinste Untermodul von M ist,
der A enthiélt. Ist A bereits ein Untermodul, dann gilt (E») auch fiir U = A, d.h. U = (U).

Fiir die praktische Bestimmung von (A) ist die Definition ungeeignet, da es fiir ge-
wohnlich grofe Miihe bereitet simtliche Untermoduln von M aufzuspiiren. Mit einigen
weiteren Uberlegungen werden wir jedoch ein handliches Kriterium zu diesem Zwecke
entwickeln:

Jeder Untermodul U der die Menge A enthélt, muss auch A4+Aund A~ := {—x|z € A}
und damit alle endlichen Summen enthalten, die man mit den Elemente aus AUA™ bilden
kann. Ferner muss der Untermodul U der A enthélt, beziiglich der duferen Verkniipfung
abgeschlossen sein, d.h. fiir alle « € R und x € AU A~ muss auch « - x in U enthalten
sein. Betrachten wir daher die Menge

A={ag - m1+ag -9+ ...+, x|z, € AUA n €N a; € R}. (Erz)

A besteht also aus allen endlichen}inearkombinationen > oz mit o € Rund z; € A.
Nach dem eben Gesagten gilt A C A C (A), denn schlieflich ist mit z,y € A auch x —y
bzw. y — x € A sowie a - ¢ € A enthalten. Damit ist A ein Untermodul, der A enthélt.

Da (A) aber — gemif Definition — der kleinste Untermodul ist, der die Menge A ent-
halt, gilt auch (A) C A und mit (E;;) von oben ergibt sich damit die Identitat (A) = A.

Manche Autoren definieren A als der durch A erzeugte Untermodul von M und zeigen
im Anschluss, dass dieser zugleich der kleinste Modul von M ist, der A enthalt.

Aus (Erz) folgt direkt, dass eine Teilmenge X C M eines R-Moduls M genau dann
ein Erzeugendensystem ist, wenn es zu jedem m € M eine endliche Teilmenge Xy C X
mit | Xo| = n € N gibt, so dass

n
m = E riZ;
=1

gilt. Dabei hingt n € N im Allgemeinen von dem Modulelement m ab und ist mitnichten
fest. Ebenso ist die Summendarstellung im Allgemeinen nicht eindeutig, d.h. die Koeffi-
zienten z; € Xy und 7; € R eines Summanden z;7; sind nicht eindeutig bestimmbar. Im
endlichen Fall, d.h. X = {x1,...,2;} kann man zwar jedes Element m € M durch

t
m = E riZ;
=1

mit festem ¢ € N schreiben, da fehlende Summanden x;7; einfach durch ;0 aufgefiillt
werden konnen, doch die Summendarstellung ist auch in diesem speziellen Fall nicht
eindeutig. Die Eindeutigkeit ist erst dann erfiillt, wenn die Menge zusétzlich linear un-
abhéngig ist, doch dazu spéater mehr.
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Lemma 3.5: Es sei gM =: M ein Modul iiber dem Ring R und {U;|i € I} eine Familie
von Untermoduln von M. Dann gelten:

i) Der Durchschnitt [ ier U; beziiglich der Ordnung ,C“ der kleinste Untermodul

ACU;

von M, welcher die Teilmenge A C M enthdlt.

i) Der Durchschnitt (,c; U; ist der beziiglich der Ordnung C grifite Untermodul von
M, der in allen U;, © € I, enthalten ist.

Beweis. Ad i): Den Beweis haben wir bereits weiter oben erbracht.

Ad ii): Es sei Upq, der grofte Untermodul von M, der in allen U;, @ € I, enthalten
ist. Dann muss U,,,., 2 ﬂie ; U; gelten, da auch der Durchschnitt ein Untermodul von M
(vgl. Lemma 3.3) und U,,,, das grofte deratige Untermodul ist. Andererseits ist, geméaf
Definition, U,,4, in allen U; enthalten, deshalb muss U,,,, C ﬂie[ U; gelten. Insgesamt
folgt Upae = (Nics Us- H

3.4 Summe und Vereinigung von Untermoduln

Nachdem wir zu Beginn des letzten Abschnitts bereits festgestellt haben, dass der Durch-
schnitt einer Familie von Untermoduln stets wieder ein Untermodul ist, werden wir nun
die Vereinigung und die Summe von Untermoduln n&her untersuchen. Aus der linearen
Algebra wissen wir, dass die Vereinigung von Untervektorrdumen im Allgemeinen nicht
wieder ein Unterraum ist:

BEISPIEL
Wir untersuchen die Vereinigung der Untervektorraume U; := { <g) |z € R} und U, :=

{(2) ly € R} des Vektorraums R2. U; entspricht der Abzisse und U, der Ordinate

und die Vereinigung X = U; U U, = {(g) , (2) |z, y € R} ist nicht abgeschlossen
gegeniiber der Vektoraddition. Sind bpsw. (1,0)7, (0,1)” € X, dann ist (1,0)7+(0,1)7 =
(1,1)” nicht in X enthalten.

Da K-Vektorrdume gerade K-Moduln sind, ist auch die Vereinigung von Moduln im
Allgemeinen nicht wieder ein Modul. Jedoch wird von dieser Vereinigungsmenge ein
Untermodul aufgespannt, den man auch die Summe der Untermoduln des Systems
{Ui| i € I} nennt und durch ), _, U; notiert.

Lemma 3.6: Es seien My =: M ein R-Rechtsmodul und A := {U;| i € I} eine Familie
von Untermoduln U; < M. Dann gilt

UU > ierwil ui € U und Iy C I endlich,}  falls A # ()
/00, falls A=0

el
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d.h. im Falle A # 0 ist <Ui€[ Ui> die Menge aller endlichen Summen > u; mit u; € U;.

Beweis. Wie wir bereits festgestellt haben, kann man das von einer nicht leeren Menge
X erzeugte Untermodul (X) durch die Menge aller endlichen Linearkombinationen cha-
rakterisieren (vgl. (Erz)). Deshalb ist (| J,.; U;) im Falle I # () gleich der Menge aller
endlichen Summen

n
ZUJ'TJ' mit Uje <UU1>,TZ€R
j=1 i€l

Die Bilder des dufere Produktes M x R — M liegen samtlich in M, d.h. wir kénnen
die Summanden wu;r;, die in einem festen U;,7 € I liegen, durch ein Modulelement
ausdriicken:

n
U;ry = Uy
7j=1 iel’

also gilt (U,c; Us) € {> ;e wil a € A;, I' C I endlich }. Die umgekehrte Inklusion ist
aufgrund der Definition von (.) klar. O

Der hier entwickelte Begriff der Summe von Untermoduln ist fiir alles Weitere in der
Modultheorie von grofser Bedeutung.

DEFINITION
Seien Mg ein R-Rechtsmodul und A = {U;| i € I} eine Familie von Untermoduln mit
U; < M. Dann heifst

die Summe der Untermoduln {U;| i € I}.

Jedes Element aus ), ; U; kann in der Form

n
ZUj HlitUjGUj,TLEN
j=1

geschrieben werden, da die Summe von Untermoduln aus allen endlichen Summen be-
steht und eventuell fehlende Summanden wu; gleich Null gesetzt werden konnen. Die
Darstellung > ;e u; muss jedoch nicht eindeutig sein, da die Untermoduln auch gemein-
same Elemente besitzen konnen. In Abschnitt 5 werden wir den Spezialfall der Summe
von Untermoduln kennen, in welchem die Darstellung eindeutig ist.

3.5 Endlich erzeugte und endlich koerzeugte Moduln

Auch dieser Abschnitt dient insbesondere als Vorbereitung fiir die so genannten noether-
schen bzw. artinschen Moduln. Ein Modul ist ndmlich genau dann endlich erzeugt, wenn
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er noethersch ist und ein Faktormodul ist genau dann endlich koerzeugt, wenn er artinsch
ist. Noethersche und artinsche Moduln sind fiir die weiterfiihrende Theorie der Moduln
und der Darstellungstheorie von grofer Bedeutung. In diesem Abschnitt beschrianken wir
uns jedoch auf den Zusammenhang zwischen endlich erzeugten bzw. endlich koerzeugten
Moduln und der Summe bzw. dem Durchschnitt von Moduln.

Wie wir bereits wissen heifft ein R-Modul M endlich erzeugt, wenn es ein endliches
Erzeugendensystem {mq,...,m,} C M gibt. Sei also {my,...,m,} ein Erzeugenden-
system eines R-Linksmoduls M, dann gilt (m4,...,m,) = M. Das bedeutet, dass jedes
Modulelement m € M als endliche Linearkombination ZLI r;m; mit r; € R geschrieben
werden kann. Hieraus folgt direkt die Identitét

M=Rmi;+ ...+ Rm,.

Diese einfachen Erkenntnisse werden wir in diesem Abschnitt fiir einen Beweis bend-
tigen. Zunéchst wenden wir uns jedoch der Charakterisierung maximaler Untermoduln
Zu.

Lemma 3.7: Seien M ein R-Modul und U < M ein Untermodul. Dann gilt:
Mazimaler Untermodul U von M & m¢U = M =mR+U.

Beweis. ,=*: Seien U < M ein maximaler Untermodul und m ¢ U, dann ist U ein
echter Untermodul zu mR 4 U. Da U maximal ist, muss mR + U = M gelten.

»<=" Nun seien U < U’ < M und m € U’ jedoch m ¢ U. Nach Voraussetzungen gilt
dann M = mR + U und damit mR+ A < U+ U < U < M, d.h. es muss U = M
gelten. Damit ist U ein maximaler Untermodul von M. [l

Lemma 3.8: Ist der R-Modul M endlich erzeugt, dann ist jeder echte Untermodul
U < M in einem mazimalen Untermodul von M enthalten.

Beweis. Es seien {z1,...,z,} ein Erzeugendensystem von M und U < M ein echter
Untermodul. Dann ist die Menge

M:={U|U<U <M}

wegen U € M nicht leer und durch ,,C* geordnet. Um das Zornsche Lemma anwenden
zu konnen, muss zunichst gezeigt werden, dass jede total geordnete Teilmenge A C M
eine obere Schranke in M besitzt. Dazu sei

A= U

U'eA

die Vereinigungsmenge der Moduln aus A. Da A total geordnet ist gilt U C A. Ange-
nommen es wiirde A = M gelten, dann wiirde {z,...,z,} C A folgen. Deshalb miisste
es ein U’ € A geben mit {z,...,2,} CU’', dh. U =M 4. Es muss also A € M gelten.
Nun konnen wir das Lemma von Zorn anwenden, womit die Existenz eines maximalen
Elements U,,., € M folgt. Ferner ist U im maximalen Untermodul U,,,, enthalten. [J
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Jeder Modul M besitzt U := {0} als echten Untermodul und nach dem Lemma muss
dieser dann in einem maximalen Untermodul enthalten sein. Damit haben wir gezeigt:

Folgerung 3.9: Jeder endlich erzeugte R-Modul M # {0} besitzt einen mazimalen
Untermodul.

BEISPIEL

Die abelsche Gruppe Z betrachtet als Z-Modul wird durch die Einheit 1 erzeugt. Alle
Untermoduln besitzen die Form nZ mit n € Z und es gilt der schon benutze Zusammen-
hang

VYm,n € Z:
mZ < nZ < nlm.

Untersuchen wir also konkret 30Z als Untermodul von Z, so ist dieser Untermodul in
einem maximalen Untermodul von Z enthalten. In Z ist ein Ideal (bzw. Untermodul)
genau dann maximal, wenn es von der Form pZ mit p Primzahl ist. Bilden wir, wie
im konstruktiven Beweis, die Menge M := {U| 30Z < U < Z}, so besteht diese Menge
gerade aus allen mZ, wobei m die Zahl 30 teilt. Da jede ganze Zahl eine kanonische Prim-
faktorzerlegung besitzt, sind auf jeden Fall maximale Untermoduln in M enthalten. Die
Ordnungen aller anderen nicht maximalen Untermoduln sind Potenzen der Primzahltei-
ler von 30, d.h. jeder Untermodul aus M ist tatsichlich in einem maximalen Untermodul
enthalten. So ist 30Z z.B. in 27 oder 5Z enthalten.

SATZ 3.10: Sei xk M =: M ein Modul. Dann gilt:
M ist endlich erzeugt < ¥V Menge {U; < M| i€ I} mit) , U = M existiert eine
endliche Teilmenge Iy C I, so dass

SRS
i€lp
gilt.
Beweis. ,=“ Es sei {mq,...,m,} ein Erzeugendensystem des R-Moduls M, d.h. es
gilt M = mR+ ...+ m,R. Weiter seien eine Indexmenge I und eine Menge von
Untermoduln {U; < M| i € I} gegeben, so dass die Identitat ) .., U; = M erfiillt
ist. Ein jedes Modulelement m € M kann in einem endlich erzeugten Modul durch
eine endliche Linearkombination dargestellt werden, insbesondere kann man auch die

erzeugenden Elemente m; € {my,...,m,} als endliche Linearkombination schreiben.
Folglich existiert eine Teilmenge Iy C I, so dass

ml,...,mHGZUi.

i€lp
Und damit

M=mR+.. +mR<> Ui <M,

i€lp
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es muss also > ._, U; = M gelten.

i€lp

»<=" Es sei {Rm|m € M} die Menge aller zyklischen Untermoduln und da 1 € R gilt,
folgt >, .\ Rm = M. D.h. es existiert eine endliche Teilmenge My = {my,...,m,} C
M, so dass Rm = M gilt. O

me Mo

Nun definieren wir den zu ,endlich erzeugt® dualen Begriff.

DEFINITION

Der Modul M iiber dem Ring R heiflt endlich koerzeugt genau dann, wenn es zu
jeder Menge {U; < M| i € I} mit (,.; U; = {0} eine endliche Teilmenge I, C I gibt mit
Mies, Ui = 10}

Die Ahnlichkeit der Definition zu obigem Satz ist unverkennbar. Beispiele werden den
neuen Begriff veranschaulichen.

BEISPIEL

a) Es sei P die unendlich abzéhlbare Menge aller Primzahlen. Der Modul Z ist nicht
endlich koerzeugt, da

(rZ = {0}

aber fiir nur endlich viele Primzahlen pq,...,p,

(\PZ=kgV(p1,....pa)Z = (pr...pa)Z # {0}

i=1
gilt.
b) Ein Vektorraum V iiber dem Korper K ist dann und nur dann endlich koerzeugt,

wenn er endliche Dimension hat. Weiter ist ein Vektorraum endlicher Dimension
ist gleichzeitig auch endlich erzeugbar.

3.6 Faktor-Moduln von M nach U

In analoger Art und Weise, wie wir dies bei Gruppen| und Ringen gehalten haben, un-
tersuchen wir nun sog. Faktormoduln. Dabei &hnelt die Definition von Faktormodulen
insbesondere der von Faktorrdumen. Auch bei diesem Konstrukt werden wir die Bedeu-
tung der Existenz bestimmter Ringhomomorphismen versuchen zu unterstreichen.

DerFINITION (Faktor-Moduln)
Es sei U ein Untermodul von g M, dann wird auf der uns bekannten Faktorgruppe M /U
eine skalare Multiplikation R x M /U — M /U durch

alr4+U):=(a-2)+U
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definiert. Wegen aU C U ist dies wohldefiniert, und somit ist M/U ebenfalls ein R-
Linksmodul, der Faktormodul von M nach U (oder Restklassenmodul bzw. Modul-
quotient von M). In M /U haben wir also die Moduloperationen

+U)+y+U):=(@+y) +U
alz+U):=(a-z)+ U.

BEISPIEL

a) Wie wir wissen ist (Z,+,-) ein Ring, d.h. insbesondere, dass (Z,+) eine abel-
sche Gruppe ist. D.h. wir kénnen Z als Modul iiber sich selbst auffassen. Den
Untermoduln entsprechen dann den Untergruppen von Z, die bekanntlich von
der Form nZ = {nz|z € Z,n > 0} sind. Nun betrachten wir die Faktorgruppe
Z/nZ = {x+nZ|x € Z}, also die Menge aller Restklassen T := r+Z = {r+nz|0 <
r <n,z € Z}. Als dubere Verkniipfung setzen wir fiir beliebige =,y € Z

~

Ringelement 10 4,jlelement

r - (y+nZ) = (zy)+nZ,
——

d.h. in diesem Fall entspricht die dufere Verkniipfung - gerade der Multiplikation
in Restklassen-Faktorringen und die dufsere Verkniipfung ist eigentlich eine innere.
Die Addition der Nebenklassen ist auch klar,

r+ (y+nZ):=(x+vy)+nZ.

b) Es ist die Menge G := (C* = C\ {0},-) eine abelsche Gruppe und U := {¢, €
C | e, :=-exp(2E),k=0,1,...,n — 1} zusammen mit der Multiplikation von
komplexen Zahlen eine abelsche Untergruppe von G. Diese Untergruppe von G
nennt man auch die Gruppe der komplexen Einheitswurzeln F_:] Wie im Abschnitt
2.2 gezeigt wurde ist GG ein Links-Modul iiber dem Endomorphismenring R. Es ist
U ein Untermoduln von G, da fiir 2z € U die Gleichung 2" = 1 gilt und damit fiir
¢ € End(G) entsprechend ¢(z") = ¢(1) = ¢(2)" = 1 gilt.

Es sei R := End(G) der Endomorphismen-Ring von G. Die Menge aller Endomor-
phismen einer abelschen Gruppe bildet zusammen mit den inneren Ringverkniip-
fungen f + ¢g und f o g, definiert durch

(f+9)(x):=f(z)+g(x)Vz eC
(fog)(x):= f(g(x)) Vo € C,

einen algebraischen Ring. Die Faktorgruppe G/U besitzt bekanntlich die (multipli-
kative) Gestalt

G/U ={zU | z € C*},

'Das neutrale Element dieser Gruppe ist 1 = exp(#%™!). Wie wir wissen sind die komplexen n-ten

Einheltswurzeln gerade komplexe Losungen der Gleichung 2™ = 1. Sind u,v Losungen, so auch
u~! = L und u-v. Ersteres begriindet sich durch die Gleichung (u=!)" = 1n = % = 1 und letzteres
da (u ) =u"" =1-1 =1 gilt. Damit sind die Gruppen-Axiome erfullt und da die Gruppe M
zyklisch ist, ist M abelsch.
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wobei zU :={z-u | wu € U} die Nebenklassen représentieren. Die Faktorgrup-
pe G/U erweitern wir nun zu einem Faktormodul durch die dufere Verkniipfung
End(C*) x G/U — G/U definiert durch

po(z-U):=0¢(x)U Vo€ End(C"),zeC.
&

In G/U haben wir also die Moduloperationen

(210) + (22U) := (21 + 22)U V21, 29 € C*,
po(z-U):=0¢(2)U Voe EndG),zeC"

Aufgrund der Eigenschaften der Abbildungen ¢ : C* — C* € End(C*) sind diese
Verkniipfungen wohldefiniert.

Wie wir in den Beispielen gesehen haben, kann man, aus einer Faktorgruppe zusammen
mit der dufleren Verkniipfung des zu Grunde gelegten Moduls, in natiirlicher Weise ein
Faktor-Modul erzeugen. Dies driickt auch folgendes Lemma aus.

Lemma 3.11: Sei U ein Untermodul des R-Moduls M. Die Faktorgruppe M/U hat
als Elemente bekanntlich die Restklassen

r+U={x+ulueU}, x € M.

Die duflere Verknipfung R x M — M des R-Moduls M induziert eine entsprechende
Verkniipfung

Rx M/U — MU
(a,z+U) = ax+U

die M/U zu einem R-Faktormodul macht.

Beweis. Wir verwenden die surjektive und aus der klassischen Algebra wohlbekannte
projektive Abbildung

T M— M/U
x— x+U.

Zu zeigen ist, dass die Zuordnung
(o, m(x)) = m(a* x)

eine dufere Verkniipfung R x M /U definiert, die M /U zu einem Modul macht.

Damit die Zuordnung iiberhaupt eindeutig definiert ist, muss man sich zunéchst davon
tiberzeugen, dass 7(« * x) nicht von (einem Reprisentanten) x, sondern nur von 7(z)
(der Nebenklasse) abhingt. Sei also w(x) = 7(y), dann ist bekanntlich z —y € U, da
m(x)=mn(y) e rz=y(U)=x—y=0U). Esfolgt axz—a*xy=ax(x—y) €U, weil
U ein Untermodul ist, also m(a * ) = 7(a * y) wie gewiinscht. Wir haben also damit
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nachgewiesen, dass diese Zuordnung wohldefiniert ist (Wohldefiniertheit).

Um zu zeigen, dass M /U mit dieser duferen Verkniipfung ein Modul ist, bestitigen
wir die Eigenschaften (M) bis (My). Wir beginnen bei (M ):

ax(m(x)+7(y)) = ax[r(x+y)] (nach Def. der Addition in M/U)
=m(ax*(z+y)) (nach Def. der auf. Verk. in M/U)
— rlaxs+axy) (wg. (My) in M)
=n(axz)+7m(axy)) (da m Homomorphismus)
=ax7(r)+ax*x7m(y) (da m Homomorphismus)

Ausgehend von der Gleichung (M;) in M wird auf beiden Seiten 7 angewendet, und
die Definition der Verkniipfungen werden eingesetzt. Ebenso verfihrt man bei (M) bis
(My). [

3.7 Untermoduln mit Idealen konstruieren

Ist a ein Untermodul von rR, also ein Linksideal von R, dann kann man das Faktor-
Modul R/a zwar noch nicht wieder (kanonisch) zu einem Ring machen, denn dazu miisste
a ein Ideal sein (es mangelt an der Kommutativitéit); nach der vorhergehenden Kon-
struktion des Faktor-Moduls wird R/a jedoch vermoge ave (8 + a) = (af8) + a zu einem
R-Links-Modul.

DEFINITION

Es sei a ein Linksideal von R und M := zrM ein R-Links-Modul, dann definieren wir
das Produkt aM durch

aM = ({az| a € a,x € M}).

Die Menge alM ist ein Untermoduln von M. Es gelten die Rechenregeln

a(bM) = (ab)M
(ab)M = aM + bM
a(U+U")=aU +al’

fiir Linksideale a,b von R und Untermoduln U, U’ von M.
Beweis. a(bM) wird erzeugt von den Elementen der Form
aZb,-xi mit a € a,b; € b,x; € M,

also von den Elementen der Form abx, a € a,b € b,z € M. Der Untermodul (ab)M wird
erzeugt von den Elemeneten (> a;b;)z, also auch von abx mit a € a,b € b,x € M. Also
ist

a(bM) = ({abx| a€abeb,xe M, }) = (ab)M.
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Ahnlich gilt
(a+b0)M = {{(a+b)x|] ac€abeb,xze M,})
= ({ax| ac€aze M, })U{{by bebyecM,})
=alM +bM,
aU+U)={alzr+y)| acazeclyel})
={ax] ac€arzeU})U{ayl a€ayecl'})
=aU + aU".
O
Esist aM der Untermodul von M, der aus allen (endlichen) Summen der Form ) a;z;
mit ; € a und z; € M besteht. Fiir diesen Untermodul wird die Faktorgruppe M /(aM)

in natiirlicher Weise sogar zu einem R/a-Modul durch die Festlegung der &duferen Ver-
kniipfung e durch

(o+a) e(m+aM):=a-m+all.
—— —_——
Nebenklasse von R eM/(aM)

Fiihren wir diese Konstruktion mit einem maximalen Ideal des kommutativen Ringes
R mit 1 durch, dann wird M/aM demnach zu einem Vektorraum iiber dem Korper

K = R/a.

BEMERKUNG 5

Es seien M ein R-Modul und a ein zweiseitiges Ideal von R. Dann ist M /aM in natiir-
licher Weise ein R/a-Modul.

3.8 Annullator und Torsionselemente

DEFINITION
Es sei M ein R-Modul und m € M. Die Menge an Ringelementen

Ann(m) :={a € R| a-m =0}

nennen wir den Annullator von m.

Es sei U ein Untermodul von M. Die Menge an Ringelementen
Ann(U) :={a € R| a-u =0 fiir alle u € U}

nennen wir den Annulator des Untermoduls U < M.

Je nach betrachteter algebraischer Struktr kann der Annulator auch different definiert
sein. Der Annullator Ann(m) eines Modulelements m € M ist wegen (o, 8 € R)

a-m=0,8-m=0=(a+p) =0,
a-m=0, € R= (fa)-2=0
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ein Linksideal von R. In analoger Weise zeigt man, dass Ann(U) ein Linksideal ist.
Wegen

a-n=0,€eER= (af) - n=a-(f-n)=0

ist Ann(U) aber auch ein Rechtsideal. Also ist Ann(U) ein zweiseitiges Ideal. Es ist
Ann(U)U = {0}, also ist U nach obiger Bemerkung in kanonischer Weise ein R/Ann(U)-
Modul. Mit Hilfe der Identitdt Ann(U) = (), Ann(u) kann man alternativ zeigen, dass
Ann(U) ein Untermodul in gR ist, d.h. ein Ideal in R.

DEFINITION

Es sei gM =: M ein R-Linksmodul. Ein Element a € M heifit Torsionselement (oder
Element endlicher Ordnung), wenn Ann(a) # {0} gilt. Ein Modul ohne Torsionselemente
ungleich 0 € M heifst torsionsfrei. Der Modul M nennen wir treu, wenn Ann(M) =

{0} gilt.

Ein torsionsfreier Modul enthélt also, bis auf das Nullelement 0, kein Element endli-
cher Ordnung, d.h. T(A) = {0} also ist nur das Nullelement 0 ist ein Torsionselement. Ist
ein Modul M torsionsfrei, dann folgt mit « € R und m € M, m # 0 aus der Gleichung
a-m =0 stets « =0, d.h. Ann(m) = {0}. Mit o, 8 € R,a # 0 und m € M folgt somit
aus (af)-m=a-( w ) =0, dass 8- m = 0 gelten muss, also 5 = 0. Der Ring R ist

=m/eM
damit nullteilerfres bzwe. R ein Integritdtsring.

BEISPIEL a) Eine abelsche Gruppe G kann man als Z-Modul interpretieren. Dann ist
jedes Element mit endlicher Ordnung in der Gruppe G ein Torsionselement im Z-
Modul 7G. Insbesondere ist bei endlicher Gruppe G jedes Element Torsionselement:
Betrachten wir ein beliebiges Gruppenelement g € GG und bilden die von g erzeugte
Untergruppe H := (g) von G. Nach Lagrange muss die Ordnung von H (die der
Ordnung von g entspricht) ein Teiler von |G| sein.

b) Es sei V ein Vektorraum tiber dem Koérper K mit dimg(V) =nund f:V =V
linear. Es sei x[x]V der beziiglich f gebildete K[X]-Modul. Vergleichen Sie mit
dem letzten Beispiel in Abschnitt 2.2. Zu jedem v € V sind die n + 1 Vektoren
v, f(v),..., f™(v) im n-dimensionalen Vektorraum V" linear abhéngig. Folglich gibt
es eine nicht triviale Linearkombination Y j o, f'(v) = 0und firp =" (o, X' €
K[X]giltp#0undp-v =737 a;f(v) = 0. Also ist jedes Element v € gx]V ein
Torsionselement, da stets ein Ringelement p € K[X] \ {0} gefunden werden kann,
so dass Ann(v) # {0} ist.

¢) Das Modulelement 0 ist stets Torsionselement, da fiir alle @ € R die Gleichung
a -0 = 0 gilt: Subtrahiert man von a-0=a-(0+0) =« -0+ «-0 den Summand
a - 0 so erhélt man gerade o - 0 = 0.

d) Ist R ein Ring so sind die Torsionselemente von rR genau die Nullteiler von R
und das Ringelement 0. Setzen wir R := K x K mit einem Koérper K, dann ist die
Menge der Nullteiler von R offensichtlich {(K x {0}) U ({0} x K)}. Damit kann
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die Menge aller Torsionselemente in z R kein Untermodul sein. Fiir » € R sind z.B.
(r,0), (0,r) Torsionelemente aber (r,0) 4 (0,7) = (r,r) ist kein Torsionselement.

Analog zu abelschen Torsionsgruppen kann man nun die Menge aller Torsionselemente
zu einer Gruppe zusammenfassen.

DEFINITION
Es sei gM =: M ein R-Linksmodul. Die Menge aller Torsionselemente m € M

Tor(M) ={m e M| Ann(m) # {0}} = {m € M| 3o € R,a # 0 mit o - m = 0}

nennen wir Torsionsmodul von M (von lat. torquere ver-/drehen).
Nun kénnen wir die zentralen Ergebnissen dieses Abschnitts formulieren und beweisen.

SATZ 3.12: Es sei gM =: M ein R-Linksmodul dber einem Integrititsring R. Dann
gilt.

(i) Tor(M) ist ein Untermodul von M.
(i1)) M/Tor(M) ist torsionsfrei.

Beweis. Ad (i): Mit m € Tor(M) und o € Ann(m),a #0und f € Rgilt a-(8-m) =
(aB)-m=p0-(a-m)=0,dh. g-m € Tor(M). Damit haben wir nachgewiesen, dass
Tor(M) invariant gegeniiber der dufseren Verkniipfung ist. Nun miissen wir noch zeigen,
dass T'or(M) eine Untergruppe ist. Dazu sei m' ein weiteres Element aus Tor(M) und
o' # 0 sei aus Ann(m’). Dann gilt ad/ - (m + m') = a(-a'm) + a(-a'm’) = 0. Da R
ein Integritédtsring ist gilt aa’ # 0 und damit ist m + m’ € Tor(M). Natiirlich ist mit
m € Tor(M) auch —m € Tor(M), da in diesem Fall ein o € Ann(m),« # 0 existiert
und damit « - (—m) = (a(—1)) -m = —a - m gilt. Da o # 0 ist auch —a # 0, d.h.
—m € Tor(M).

Ad(ii): Es sei nun m+Tor(M) ein Torsionselement im Fakormodul M /Tor(M), es muss
also gemaft Voraussetzungen gelten:

a-(m+Tor(M))=a-m+Tor(M)="Tor(M) (4)

fir « # 0,a € R. Beachten Sie, dass Tor(M) = 0+ Tor(M) das neutrale Element
des Faktormodul M /Tor(M) und Tor(M) gegeniiber duferer Multipliation von Rin-
gelementen (als Untermodul) abgeschlossen ist. d.h. a - Tor(M) = Tor(M). Schliek-
lich muss also noch o - m € Tor(M) wegen (4) gelten. Es gibt also ein 5 # 0 mit
0=73"(a-m)=(Ba)- -m. Wieder wegen fa # 0 folgt m € Tor(M) und das Torsions-
element m + Tor(M) = 0+ Tor(M) ist trivial. O

BEMERKUNG 6

Wie wir wissen heiftt ein R-Modul M zyklisch oder monogen, wenn er von einem Element
x erzeugt wird, d.h. wenn M = Rz = (z) gilt. Betrachten wir nun den Homomorphismus
L:R— M mit o — « - fiir alle x € M, so stellt man aufgrund der Identitdt 1-z ==«
fest, dass L surjektiv ist. Ferner hat L gerade den Annulator Ann(z) als Kern. Es liegt
nun nahe den Homomorphiesatz anzuwenden, dann erhalten wir einen Isomorphismus

zwischen R/Ann(x) und M, d.h. R/Ann(z) = M.
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4 Modul-Homomorphismen

Gruppen-Homomorphismen erhalten die Struktur von Gruppen, Ring-Homomorphismen
erhalten die Struktur von Ringen und schlieftlich erhalten Modul-Homomorphismen die
Struktur von Mouln. Die Struktur einer Gruppe, eines Ringes oder auch eines Moduls
wird dadurch insbesondere durch dessen Verkniipfungen bestimmt.

4.1 Grundlegendes iiber Homomorphismen

DEFINITION
Es sei R ein Ring und gkM := (M,+), rN := (N, + ) zwei Moduln iiber R mit den
duferen Verkniipfungen - von gk M bzw. e von g N. FEine Abbildung f : kM — rN heifst
ein R-Modul-Homomorphismus (oder auch R-linear), wenn fiir alle z,y € M und
alle r € R gilt

flz+y) = f(z) + f(y) (Additivitit)
flr-z)=ref(x) (Homogenitét)

Alle lineare Abbildungen f : V — W zwischen zwei Vektorrdaumen V, W iiber dem
Koérper K sind K-Modul-Homomorphismen. Eine sehr bedeutende R-lineare Abbildung,
die wir bereits verwendet haben, ist die sog. kanonische Projektion.

BEISPIEL

a) Essei gpM =: M ein R-Links-Modul und U ein Untermodul von M. Dann nennen
wir die Abbildung

T: M —U
r—xz+U firx e M

die kanonische Projektion. Zunéchst weisen wir die Additivitdt nach, dazu seien
x,y € M, r € R dann gilt 7(r(z +y)) = r(x + y) + U. Nun muss man lediglich
wissen, wie die Verkniipfungen innerhalb eines Faktormoduls definiert sind, denn
damit folgt sofort r(z+y)+U = (ra+U)+(ry+U) = rr(z)+rr(y) die Additivitét
und die Homogenitét.

b) Die Nullabbilung a — 0 zwischen zwei beliebigen Moduln sowie die identische
Abbildung sind stets Modul-Homomorphismen. Sie werden auch triviale Homo-
morphismen genannt.

¢) Die kanonische Inklusion ¢ : U — M, u +— u eines Untermoduls U von M,
auch identische Injektion genannt, ist ein Modul-Homomorphismus. Die identische
Abbilung idy; : M — M ist ein Spezialfall der Inklusion und wie wir bereits wissen
ebenfalls ein Modul-Homomorphismus.

d) Sei gM ein R-Linksmodul, so ist L, : M — M, m — rm die Linksmultiplikation
mit einem festgewshlten » € R ein Endomorphismus der abelschen Gruppe M: Es
seien m,m’ € M, dann gilt L.(m +m') = r(m +m') = rm +rm’ = L.(m) +
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L.(m'). Da End(M) ein Ring ist, wird durch L : R — End(M) mit r — L, ein
Ringhomomorphismus definiert. Umgekehrt induziert jeder Ringhomomorphismus
L: R — End(M) eine dukere Verkniipfung R x M — M definiert durch (r,m) —
(L(r))(m) und damit eine R-Modulstruktur auf M.

In den folgenden Bemerkungen fassen wir grundlegende Eigenschaften von Modul-
Homomorphismen kompakt zusammen.

BEMERKUNG 7

a)

Ist ¢ : M — M’ ein Modul-Homomorphismus von Moduln M und M’, 0 das
neutrale Element von M und 0’ das neutrale Element von M, so gilt

i) ¢(0) =0,
ii) ¢(—a) =—¢(a) VYae€ M.

Beweis. Adi): Aus ¢(0) = ¢(0+0) = ¢(0)+¢(0) folgt durch Addition von —¢(0)
gerade 0" = ¢(0).

Ad ii): Esist 0/ = f(0) = f(a —a) = f(a) + f(—a) und da das Inverse stets
eindeutig ist, muss f(—a) = —f(a) gelten. O

Sind ¢ : M — N und ¢ : N = P beide R-Modul-Homomorphismen, dann auch
das Kompositum ¢ o ¢ := (o).

Beweis. Seien x,y € M dann gilt ¢ o ¢(x + y) = ¢(d(x +y)) = o(éd(x) + ¢(y)) =
o(od(x)) + p(o(y)) = p o d(x) + p o ¢(y). Entsprechend zeigt man auch die Multi-

plikativitit fiir r € R: wo ¢(r- ) = o(o(r- ) = p(r- ¢(z)) =r e p(¢(x)). O

Ist ¢ : M — M’ ein R-Modul-Isomorphismus, also ein bijektiver R- Modul -
Homomorphismus, so ist die Umkehrabbildung ¢! : M’ — M ebenfalls ein R-
Modul- Homomorphismus, also auch ein R-Modul-Isomorphismus. Es sei - die du-
fsere Verkniipfung von M und e die dufsere Verkniipfung von M.

Beweis. Die Abbildung ¢ : V' — W ist bijektiv, denn ¢ ist die zu ¢! inverse
Abbildung. Wir miissen also nur zeigen, dass f~! linear ist, d.h. wir miissen die
Additivitdt und die Multiplikativitit von ¢! zeigen.

Dazu seien 2/,y" € M’ und da ¢ bijektiv ist, gibt es x,y € M, so dass ¢(z) = 2’
bzw. ¢(y) = /. Dann gilt ¢! (2') = x und ¢~ (y') = y und es folgt

¢~ (2" +y) = ¢ (6(2) + (1))
= ¢ oz +y)) (da ¢ homomorph)
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Es seir € Rund 2/ € M’, dann gilt 2/ = ¢(x) = ¢~'(2') = z und deshalb

¢~ (rea’) = ¢ (reg(x))
— 7 (0l - x)
—r.x
el
Damit haben wir alles gezeigt. O]

d) Offenbar ist die identische Abbildung idy, : M — M eines Moduls M stets ein
Automorphismus von M.

Wird eine Abbildung f angewendet auf x, so werden wir dies entweder durch f(x)
oder kurz durch fx notieren.

DEFINITION
Es seien M, N zwei R-Rechtsmoduln. Wir bezeichnen

Hom(M,N)= Homgr(M,N):={f: M — N| fist R — linear }

als die Homomorphismengruppe der Moduln M und N. Es ist Hom(M, N) beziiglich
der Addition

(f +9)(@) = fz) + g(x)
eine abelsche Gruppe.

Beweis. Natiirlich ist die Menge an Abbildungen Hom(M, N) gegeniiber der definierten
inneren Verkniipfung abgeschlossen. Dem neutralen Element entspricht die Nullfunktion
6, welche stets homomorph ist. Zu vorgegebenem Element f € Hom(M,N) ist —f das
Inverse, so dass f(z) 4+ (—f(z)) = (=f(z)) + f(z) = 0 gilt. Die Kommutativitiit ergibt
sich aus der Kommutativitat des Moduls V. 0

Sind V, W Vektorrdume, dann ist die Menge aller linearen Abbildungen Hom/(V, W)
zusammen mit den iiblichen Verkniipfungen selbst wieder ein Vektorraum. Im Gegensatz
dazu ist Hom(M, N) im Allgemeinen kein R-Modul mehr. Es sei darauf verwiesen, dass
fiir bestimmte Spezialfille (z.B. das Dualmodul) Hom(M, N) doch noch eine Modul-
struktur aufweist.

Eine Homomorphismengruppe umfasst alle strukturerhaltenden Abbildungen zwischen
zwei Moduln; es liegt daher nahe zu versuchen alle Modul-Homomorphismen zu bestim-
men.

BEISPIEL

Es sei n € Nyn > 2. Ziel ist es satmliche Z-Modul-Homomorphismen ¢ : Z/nZ — Q
zu bestimmen. Generell ist die Nullabbildung von Moduln ein Modul-Homomorphismus.
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Es sei ¢ ein geforderter Modul-Homomorphismus und v := ¢(z + nZ) das Bild von ¢,
d.h. v € Q. Dann gilt

7= ¢z +nZ) = ¢(T)
=n-y=n-¢(x+nZ)=¢(x+nZ)+.. .+ ¢(x+nZ)

S

~
n Mal

= ¢(nz +nZ) = ¢(0 +nZ) = ¢(0) = 0.

Also muss 7 = 0 sein, d.h. ¢ kann nur die Nullfunktion sein und deshalb ist die Null-
Abbildung der einzige Z-Modul-Homomorphismus Z/nZ — Q.

Die néachsten elementaren Definitionen sind Lhnen aller Voraussicht nach bereits aus
anderen Zweigen der Mathematik bekannt.

DEFINITION

Es sei ¢ : M — N ein R-Modul-Homomorphismus. Dann bezeichnen wir den Defini-
tionsbereich M von ¢ als die Quelle von ¢ und notieren diese Beziehung kurz durch
Qu(¢) = M. Durch Zi(¢) = N notieren wir das Ziel von ¢, dass dem Wertebereich N
von ¢ entspricht.

Aus der (linearen) Algebra kennen Sie sicherlich bereits die Begriffe Kern und Bild
eines Homomorphismus. Analoges gibt es auch fiir Modul-Homomorphismen.

DEFINITION
Es seien M und N R-Moduln und ¢ : M — N ein R-Modul-Homomorphismus. Dann
bezeichnen wir mit

Kern(¢) := {m € M| ¢(m) = 0},
den Kern des Homomorphismus ¢ und
Bild(¢) :={¢(m) € N|m € M} ={n € N| Im € M, so dass ¢(m) = n},
als Bild des Homomorphismus ¢.

Da Moduln letztlich abelsche Gruppen (M, +) mit einer zusdtzlichen duferen Verkniip-
fung sind, entspricht der Kern eines Homomorphismuses ¢ allen Elementen aus Qu(¢),
die durch ¢ auf die Null abgebildet werden.

Die Begriffe Surjektion, Injektion und Bijektion sollen, wie iiblich in der klassischen
Algebra, definiert sein. Einen surjektiven Modul-Homomorphismus nennen wir Epimor-
phismus, ein injektiver Modul-Homomorphismus heift Monomorphismus. Ist ein
Modul-Homomorphismus surjektiv und injektiv, also bijektiv, dann nennen wir ihn auch
Isomorphismus. Ein Modul-Homomorphismus ¢ : M — M wird Endomorphismus
genannt. Einen bijektiven Endomorphismus ¢ : M — M nennen wir Automorphismus
von M.
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Ist  : M — N ein Modul-Homomorphismus von R und U ein Untermodul von M.
Dann bezeichnen wir durch ¢(U) := {¢(u)| u € U} die Bilder von ¢ iiber U. Es sei
U’ < N ein Untermodul von N, dann notieren wir ¢~ (U’) := {x € M| ¢(z) € U’} als
das Urbild von ¢ iiber U’.

Lemma 4.1: Sei ¢ : M — N ein R-Modul-Homomorphismus zwischen zwei R-Moduln
M und N. Weiter seien U < M und U' < N Untermoduln. Dann gilt:

i) ¢(U) ist Untermodul von N.

i) ¢~ H(U") ist Untermodul von M.

Beweis. Ad i): Es seien u),u)y € ¢(U), dann existieren uy,uy € U, so dass ¢(u1) = u}
bzw. ¢(uy) = ufy gilt. Wir zeigen zunéchst, dass ¢(U) eine abelsche Gruppe ist: Da U
ein Untermodul ist, liegt auch die Differenz u; — us in U und deshalb gilt ¢(uy — ug) =
d(ur) — ¢(uz) = vy —uh € ¢(U). Mit dem Untergruppen-Kriterium folgt, dass ¢(U)
eine Untergruppe von N ist. Sei nun r € R, dann ist mit v € U auch ru € U, da U
abgeschlossen gegeniiber der dufseren Verkniipfung. Es folgt ¢(ru) = ro(u) € ¢(U).

Ad ii): Es seien uj,us € ¢~ 1(U’), dann existieren v}, u), € U’, so dass v} = ¢(u)
bzw. uh = ¢(uz) gilt. Da U’ ein Untermodul ist, liegt auch die Differenz v} — v/, in U’,
d.h. es muss auch ein Urbild fiir die Differenz in der Menge ¢! (U’) geben. Es gilt also
d(uy —ug) = dluy) — @(ug) = u) —uh € U'. Seinunr € Rund u € o1 (U') = I/ € U,
so dass u' = ¢(u) gilt. Mit v’ € U’ liegt auch ru’ € U’ und damit gilt ¢(ru) = ro(u) =
ru’ € U', d.h. zu ru existiert ein Element r¢(u) = ru'.

[

Die Komposition bildet auf der Menge der Funktionen eine multiplikative Verkniip-
fung. Eine naheliegende Frage ist nun, ob die Surjektivitit bzw. die Injektivitit bei
der Hintereinanderschaltung zweier Epi- bzw. Monomorphismen erhalten bleibt. Kann
man einen Homomorphismus in zwei Epimorphismen bzw. Monomorphismen zerlegen,
so liegt auch die Frage nahe, welche der Faktoren dann ebenfalls epi- bzw. monomorph
sind.

Lemma 4.2: Scien A, B,C jeweils R-Moduln und o« : A — B bzw. 3 : B — C
Modul-Homomorphismen. Dann gelten:

i) Monomorphismen o, = Monomorphismus Pa,

)
ii) Epimorphismen o, = Epimorphismus Pa,
iiii) Monomorphismus fac = Monomorphismus «,
)

iv) Epimorphismus fa =  Monomorphismus 5.

Beweis. Ad i): Sind 71,72 : M — A jeweils R-Modul-Homomorphismen, dann gilt fol-
gende Implikationskette:

Bayr = Bay, = ayi=av = Y1 ="
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Beide Implikationsschritte gelten, da o bzw. [ injektiv sind.

Ad ii): Zu zeigen ist, dass Ve € C ein a € A existiert, so dass fa(a) = ¢ gilt. Dazu
benutze man, analog zu i), dass a bzw. [ surjektiv sind. Es folgt, dass Sa epimorph
sind. Anstatt eines a € A kénnte man auch, wie in i) allg. einen Modulhomomorphismus
v: M — A verwenden.

Ad iii): Es seien wieder 1,7, : M — A zwei R-Modul-Homomorphismen, dann gilt
folgende Implikationskette:

ayr = oy, = fay = Pay, = 7 =.

Es ist also a ein Monomorphismus.

Ad iv): Nach Voraussetzung ist Sa surjektiv, d.h. fiir alle ¢ € C' existiert ein v : M —
A, so dass fay = c gilt. Also gibt es auch fiir alle ¢ € C ein av, so dass f(ay) = ¢
gilt. [l

Die Erkenntnisse des ndchsten Lemma werden wir im Abschnitt iiber die Zerlegung
eines Homomorphismus benétigen. Es wird insbesondere formuliert, dass sich das Urbild
des Bildes eines Homomorphismus « : A — B aus Qu(«) und dem Kern(a) zusammen-
setzt.

Lemma 4.3: Seien A, B zwei R-Moduln und o : A — B ein Modul-Homomorphismus.
Dann gelten:

) U<A = al(aU)=U+ Kern(a).
ii) U'<B = ala(U))=U"NBild(a).
Es sei nun auch f: B — C' ein Homomorphismus. Dann gelten weiter:
iii) Kern(Ba) = a Y(Kern(B)),

iv) Bild(fa) = B(Bild(«)).

Beweis. Ad i): Wir zeigen zuniichst, dass o' (a(U)) eine Teilmenge von U + Kern(a)
ist. Dazu wihlen wir ein beliebiges Element a € a™!(a/(U)), dann gilt a(a) € a(U). Da
a(a) also in «(U) liegt, muss es ein u € U geben, so dass a(a) = a(u) gilt. Daraus ergibt
sich sofort a(a —u) =0 = a—wu € Kern(a) = a €U+ Kern(a).

Nun zeigen wir die umgekehrte Inklusion U + Kern(a) C a ! (a(U)). Seien dazu u €
Uk € Kern(a), dann folgt a(u + k) = a(u) + a(k) = a(u) + 0 = a(u) € a(U) =
u+k e at(a(l)).

Ad ii): Es sei b € a(a™1(U")) C U' N Bild(a). Dann liegt das Urbild a~1(b) € o= 1(U").
Sei a:= a~(b) € A, dann gilt a(a) € U’ gleichzeitig aber offensichtlich auch in Bild(«),
womit die erste Inklusion folgt.

Sei nun z € U’ N Bild(«), dann muss es ein a € A geben, so dass a(a) = z gilt. Da
gleichzeitig x auch in in U’ liegt, muss das Urbild a von x gerade in a~'(U’) liegen.
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Deshalb muss z tatséchlich in U’ N Bild(a) enthalten sein.

Ad iii): Es ist a € Kern(fa) genau dann, wenn fa(a) = S(a(a)) = 0 gilt. Das wieder-
rum ist genau dann der Fall, wenn a(a) € Kern(3) und damit a € o' (Kern(3)) liegt.

Ad iv): Bild(fa) = Ba(A) = B(a(A)) = B(Bild(a)). O

Ist also eine Modulhomomorphismus « : A — B gegeben, so konnen wir mit Hilfe des
eben bewiesene Lemma sdmtliche Untermoduln von A und B durch Untermoduln aus
dem jeweils anderen Modul beschreiben. Dazu seien U < A und U’ < B Untermoduln.

Folgerung 4.4:

i) Ist & : A — B ein Monomorphismus, dann erhalt man jeden Untermodul U von
A in der Form o= 1(U").

ii) Ist « : A — B ein Epimorphismus, dann erhdlt man jeden Untermodul U' von B
in der Form o(U).

Beweis. Ad i): Man setze U’ := «(U) und beachte, dass fiir einen Monomorphismus
aHa(U)) = U gilt. Nun folgt alles mit Lemma 4.1 und 4.3.

Ad ii): Man setze U := o~ (U’) und beachte, dass fiir einen Epimorphismus a(a~(U")) =
U’ gilt. Nun folgt alles mit Lemma 4.1 und 4.3. O

4.2 Der Homomorphie- und die Isomorphiesaitze

Die entscheidende Eigenschaften des Kerns bzw. des Bildes eines Homomorphismuses,
welche grundlegend fiir den Homomorphiesatz sind, werden in dem n#chsten Lemma
formuliert.

Lemma 4.5: Sei ¢ : M — N ein R-Modul-Homomorphismus zwischen zwei R-Moduln
M und N. Dann sind Kern(¢) C M ein Untermodul von M und Bild(¢) C N ein
Untermodul von N.

Beweis. Es seien z,y € Kern(¢), dann ist auch x —y € Kern(¢). Dann ist ¢(x —y) =
o(z) —od(y) = 0—0 = 0, also liegt geméif Definition auch x —y € Kern(¢). Wir miissen
nur noch zeigen, dass der Kern auch die skalare Struktur respektiert. Dazu sei zusétzlich
a € R, dann liegt auch a-z im Kern von ¢, da ¢(a-z) = cep(x) = e = 0. Das e = 0
gilt folgt durch die Gleichung ce0 = e (0+0) = ve0+ o0 und Addition von —(«e0).

Nun zum Bild von ¢. Es seien 2/, y’ € Bild(¢), dann liegt auch 2’ — ¢’ € Bild(¢), da
=y = o(x) — o(y) = ¢(x — y), wobei x,y € M gerade die Urbilder von 2’y sind.
Wir haben also fiir 2 — ¢’ das Urbild = — y gefunden und damit liegt auch ' — 3" im
Bild von ¢. Nun noch die Homogenitét: es gilt c e 2’ = c e ¢(z) = ¢p(a - x), d.h. a- x ist
Urbild von « e 2/ unter ¢. m
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Das Bild und den Kern eines Homomorphismus haben wir bereits weiter oben definiert,
und dank dem eben bewiesenen Lemma wissen wir nun, dass beide Mengen jeweils
Untermoduln sind, so dass die folgenden Definitionen Sinn ergeben:

DEFINITION

Essei ¢ : M — N ein R-Modulhomomorphismus. Dann heift Koke(¢) := Zi(¢)/Bild(¢) =
N/¢p(M) der Kokern von ¢ und Kobi(¢) := Qu(¢)/Kern(¢) = M/¢~'(0) das Kobild
von ¢.

Wie Sie vielleicht bemerkt haben, kann man die Beweisfiiluhrung aus der (linearen)
Algebra fast wortlich ibernehmen. Entsprechend beinhaltet auch das Folgenende nicht
viel Neues.

Lemma 4.6: Es seien kM und g N R"-Links—Moduln und ¢ : pRM — rN ein R-Modul-
Homomorphismus. Dann gilt folgende Aquivalenz

¢ ist injektiv < Kern(¢) = {0}.

Beweis. ,=* Es sei ¢ injektiv; gilt dann ¢(a) = ¢(b) fir a,b € gM so folgt a = b.
Das Nullelement 0 liegt stets in Kern(¢). Sei nun weiter k € Kern(¢), d.h. es ist
¢(k) = 0= ¢(0), dann muss k = 0 sein, da ¢ injektiv. Also Kern(¢) = {0}.

»<=" Es sei nun Kern(¢) = {0}, wir miissen zeigen, dass ¢ injektiv ist. Deshalb gelte
fir a,b € gM die Gleichung ¢(a) = ¢(b) = ¢(a —b) =0, d.h. a —b € Kern(¢). Da aber
nur 0 im Kern liegt, muss a — b = 0 = a = b gelten. Damit muss ¢ injektiv sein. O

Nun der bekannte und bedeutende Homomorphisatz und im Anschluss die beiden Iso-
morphiesitze formuliert fiir Moduln. Seien also M, N R-Moduln und ¢ : M — N ein
Modul-Homomorphismus. Durch den Untermodul Kern(¢) ist eine Partition in Neben-
klassen und damit eine Aquivalenzrelation ~ auf M gegeben. Dabei gilt fiir z,y € M:

r~y & o+ Kern(¢) =y + Kern(¢)
& r—yeKern(g) & ¢lw—y) =0 & o(z) = 6(y).
Zwei Modulelemente liegen also genau dann in derselben Aquivalenzklasse, wenn
sich diese dasselbe Bild teilen. Entsprechend liegt es daher nahe jeder Nebenklasse
x + Kern(¢) das Bild ¢(x) zuzuordnen.

SATZ 4.7 (Homomorphiesatz): Fiir einen R-Modul-Homomorphismus ¢ : gM — pN
qilt

®: M/Kern(¢) — Bild(¢)
x+ Kern(¢) — ¢(x)

ist ein R-Modul-Isomorphimus, d.h. es gilt ¢(M) = M]/Kern(o).

41


http://www.mathematik-netz.de

mathematik-netz.de Der Homomorphie- und die Isomorphiesitze

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ® ein Modul-Homomorphismus ist. Dazu seinn = +
Kern(¢), 2’ + Kern(¢) Elemente aus M/Kern(¢). Sodann gilt

O([x + Kern(p)] + [2' + Kern(¢)])

O((z +2') + Kern(¢))
oz +2') = ¢(z) + ¢()
Q(z + Kern(¢)) + ®(z' + Kern(¢)).

Entsprechend fiir die skalare Multiplikation:

O(aex+ Kern(¢p)]) = ®((a-z) + Kern(¢))

—6(a-2)=a- ol
=aed(x+ Kern(¢)).

Es bleibt zu zeigen, dass ® injektiv und surjektiv ist. Dazu sei zundchst (z + Kern(¢))
aus Kern(®), es muss also notwendig ¢(z) = 0 gelten. D.h. es liegt  im Kern von ¢ und
damit gilt {z+ Kern(¢)|z € Kern(¢)} = Kern(®). Da wir uns iiber einer Faktorgruppe
bewegen die aus Nebenklassen besteht und Kern(¢) als neutrales Element besitzt, folgt
damit die Injektivitdt von ®. Sei n nun ein Element aus Bild(®) = Bild(¢), dann gibt
es ein m aus gM mit ¢(m) = n. Es folgt damit ®(m + Kern(¢)) = ¢(m) = n, also ist
® surjektiv. O]

Der Homomorphiesatz kann durch ein kommutatives Diagramm veranschaulicht wer-
den. Dazu sei ¢ : M — N R-linear. Dann existiert nach dem Homomorphiesatz ein
eindeutig bestimmter R-Modul-Homomorphismus ® : M/Kern(¢) — N mit ® o7 = ¢,
so dass das folgende Diagramm kommutiert:

rM s M/Kern(¢)

N A

rN

Auch die beiden Isomorphiesitze fiir Moduln werden analog zu den bereits bekannten
Sitzen aus der (linearen) Algebra bewiesen, deshalb werden wir hier keinen Beweis
notieren.

SATZ 4.8 (Erster Isomorphiesatz): Sind U, U’ Untermoduln von M iiber R, so existiert
ein kanonischer Isomorphismus

U+ )ju=uv/unt').
Eine bedeutende Folgerung aus dem ersten Isomorphiesatz ist die Folgende.

Folgerung 4.9: Es seien M ein R-Modul und U,,Uy < M Untermoduln von M. Ist
M = U, ® Uy eine Zerlegung von M, dann gilt M /Uy = Uy .

Bewess. M/U2 = (Ul + UQ)/UQ = UQ/(Ul N UQ) = UQ/{O} = UQ. ]
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BEISPIEL
Seien n,m € Z, d := ggT(n,m) und v := kgV (n, m). Dann gilt bekanntlich mZ + nZ =
dZ bzw. mZ NnZ = vZ. Mit dem ersten Isomorphiesatz folgt damit

(mZ + nZ)/nZ = mZ/(mZ N nZ),
= dZ/nZ = mZ/vZ,

= Z/%Z ~7/"7.
m

Wie wir aus der elementaren Zahlentheorie wissen, gilt fiir alle n,m € N die Formel fiir
das kleinste gemeinsame Vielfache kgV (n,m) = %, welche aus obiger Isomorphie
gewonnen werden kann.

SATZ 4.10 (Zweiter Isomorphiesatz): Sind U, U’ Untermoduln von xkM mit U’ C U,
so besteht ein kanonischer Isomorphismus

MU = (M/U")/(U/U").

BEISPIEL

Seien n,m € Z und nZ, mZ < Z Untermoduln von Z iiber Z. Wie wir bereits wissen gilt
nZ C mZ genau dann, wenn m ein Teiler von n ist. So gilt die Inklusion 257 C 5Z, da
5 die Zahl 25 echt teilt und mit dem zweiten Isomorphiesatz folgt:

Z/5Z = (Z)251))(5Z/25Z) = (Z)25T) /(Z/5Z).

Zunichst mag die Isomorphie Z/5Z = (Z/25Z)/(Z/5Z) erstaunen, betrachtet man je-
doch bspw. die Restklasse 0 = {...,—20,—15,—10,-5,0,5,10,15,20,...} aus Z/5Z
so erkennt man, dass darin die Restklassen 0 = {...,—30,-15,0,15,30,...}, 5 =
{...,=25,-10,5,20,35,...} und 10 = {..., =35, =20, —5,10, 25, 40, ...} aus Z/15Z qua-
si enthalten sind.

4.3 Produktzerlegung von Homomorphismen

Die Zerlegung eines Problems in einfachere Teilprobleme ist ein erfolgreiches Paradigma
um selbiges zu 16sen. Daher werden wir in diesem Abschnitt versuchen einen gegebe-
nen Homomorphismus in ein Produkt von zwei Homomorphismen zu zerlegen, wobei
zumindest einer der Faktoren angenehme Eigenschaften aufweisen sollte, um dadurch
eine Problemreduktion zu bewirken.

Eine sehr einfache und doch wichtige Zerlegung eines beliebigen Homomorphismus
driicken wir in folgendem Lemma aus.

Lemma 4.11: Fin jeder Homomorphismus f : M — N kann in der Form f = &
dargestellt werden, wobei m : M — Bild(f) mit m(m) = f(m) fir alle m € M die
kanonische Projektion auf das Bild von f und ¢ : Bild(f) — N die kanonische Inklusion
bzw. Injektion des Bildes von f auf das Ziel von f ist.

Ein Beweis lohnt sich nicht, da bei Beachtung der Definitionen die Behauptung direkt

folgt. Ohne sich dessen vielleicht Bewusst gewesen zu sein, kennen wir bereits eine weite-
re Methode Homomorphismen in eine Produkt zu zerlegen: den Homomorphiesatz. Ein
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erstes Ziel dieses Abschnittes ist es nun den Homomorphiesatz zu verallgemeinern, um
dadurch eine noch grofsere Anzahl an Homomorphismen zu erfassen.

Der erste Schritt hin zur Verallgemeinerung ist, den Faktormodul gegen einen beliebi-
gen Modul C auszutauschen und zusétzlich einen surjektiven Homomorphismus von A
nach C' zu fordern. Damit also eine geeignete Zerlegung existieren kann, muss folgendes
Diagramm notwendig kommutieren:

\ AT
%

C

Dass obiges Diagramm kommutativ ist, wird in folgendem Satz durch i) formuliert.

SATZ 4.12 (Verallg. des Homomorphiesatzes): Seien A, B, C' Moduln diber dem Ring
R und a : A — B ein Homomorphismus bzw. ¢ : A — C ein Epimorphismus mit
Kern(¢) C Kern(a). Sodann existiert ein Homomorphismus \ : C — B mit folgenden
drei Figenschaften:

i) a= Ao
ii) Bild()\) = Bild(a)
iii) A ist ein Monomorphismus <  Kern(¢) = Kern(a).

Beweis. Geméf Voraussetzungen ist ¢ ein Epimorphismus also surjektiv, d.h. zu jedem
Element ¢ € C existiert ein Urbild a. € A, so dass ¢(a.) = ¢ gilt. Sei nun ¢ € C fest zu
a. € A gewahlt, dann wird durch die Zuordnung

c— ala)

eine Abbildung A\ : C' — B mit \(¢) := a(a.) definiert: Es muss nachgewiesen werden,
dass A wohldefiniert ist, d.h. unabhéngig von der Wahl der a.. Es sei ¢ := ¢(a) = ¢(a.)
mit a,a. € A, dann gilt ¢(a — a.) = 0 und damit a — a, € Kern(¢) < Kern(a) nach
Voraussetzungen, d.h. a — a. liegt auch im Kern von a. Geméf Definition von A gilt
weiter die Identitdt ¢(a) = ¢(a.) = A\(c).

Nun zeigen wir schlieklich noch, dass A ein Homomorphismus ist: Seien ¢; = ¢(aq), ca =
¢(az) mit aj,as € A und 1,75 € R. Dann gilt

¢(T1a1 + 7“2&2) = rlgb(al) + ngb(ag) =T1C + T9Co
= ANricp + 1) = ariay + reaz) = riafay) + reafas)
=rA(c1) + maA(c2).

Die Eigenschaften i) und ii) sind offensichtlich aufgrund der Definition von A erfiillt. Es
bleibt also noch iii) zu zeigen. ,,=“ Sei A ein Monomorphismus und nach Voraussetzun-
gen gilt Kern(¢) C Kern(w), d.h. wir miissen noch die andere Inklusion Kern(a) C
Kern(¢) nachweisen. Dazu sei a € Kern(a) und damit 0 = a(a) = A(¢(a)), was nur fiir
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¢(a) = 0 moglich ist, d.h. a € Kern(¢) = Kern(a) C Kern(¢) = Kern(a) = Kern(¢).
»<="1 Sei nun Kern(a) = Kern(¢). Aus A(¢) = 0 und ¢ = ¢(a) folgt, dass a(a) = 0 und
damit a € Kern(a) = Kern(¢) gilt. Es gilt also ¢ = ¢(a) = 0. O

Folgerung 4.13: Es gelten die Voraussetzungen des verallg. Homomorphiesatzes, d.h.
es seien A, B,C Moduln iber R und o : A — B sei ein Modul-Homomorphismus bzw.
¢ A — C ein Epimorphismus mit Kern(¢) C Kern(«). Sodann folgen die daraus
resultierenden Spezialfille:

1. BEs sei U < Kern(a) ein Untermodul von A sowie C' := A/U und entsprechend
¢ :=m:A— AJU der kanonische Epimorphismus. Dann ist das Diagramm

A N B

7

AJU

kommutativ. Die Abbildung A\ : A/U — B ist dabei definiert durch a4+ U — A(a +
U) = ala). Im Falle U = Kern(«) entspricht dies gerade dem Homomorphiesatz

4-4-

2. Es seien nun U" <U' < Aund a:=7": A — AJU sowie C := AJU" und damit
¢p:=n":A— AJ/U". In diesem Fall ist das Diagramm

A u AU
x T

A/U"
kommutativ und X\ : AJU" — A+ U’ soll durch a +U" — a+ U’ definiert sein.

Ab jetzt setzen wir die Existenz der Produktzerlegung eines Homomorphismus voraus,
dazu miissen wir natiirlich die Ausgangssituation verédndern:

Seien A, B, C' Moduln iiber dem Ring Runda: A— B, f: B—Cund \: A — C
drei R-Modul-Homomorphismen, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

N B
N
C
Es gilt also A = Ba. Nun studieren wir den Zusammenhang zwischen den Eigenschaften

des Homomorphismus X\ : A — C und der ,Zerlegbarkeit* von dem Modul B. Wie der
unbestimmte Begriff , Zerlegbarkeit zu interpretieren ist kldren wir in der néichsten

A

DEFINITION
Seien A, B, C' Moduln iiber dem Ring Rund a: A - B, f: B—-Cund A\: A —» C
drei R-Modul-Homomorphismen, so dass A = Sa gilt.
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Ein Monomorphismus « : A — B heift zerfallend genau dann, wenn Bild(«) < B
ein direkter Summand in B ist.

Ein Epimorphismus 5 : B — C heift zerfallend genau dann, wenn Kern(f) < B ein
direkter Summand in B ist.

BEISPIEL

Es seien (Z/nZ,+) ein Z-Modul und n = Y ;_, pi die Primfaktorzelegung von n. Natiir-
lich sind die p;, i € {1,...,r} allesamt Primzahlen und die Potenzen «;, i € {1,...,7}
natiirliche Zahlen. Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen gilt Z/nZ =
D._, Z/pZ. Weiter wissen wir, dass simtliche Untermoduln von den Restklassen der

Teiler von n erzeugt werden, d.h. die E mit j € {1,...,i} sind Generatoren fiir Z-
Untermoduln von Z/nZ.

Wir setzen nun n := 15, d.h. wir untersuchen Z/15Z = Z/5Z & Z/3Z. Mogliche
Untermoduln sind neben den trivialen {0} und Z/15Z noch (3) = {0,3,6,9,12} bzw.
(5) = {0,5,10}. Man kann nun mit Hilfe eines Isomorphismus (p;) — Z/1L7Z zeigen,
dass die Untermoduln jeweils isomorph zu einer endlichen abelschen Gruppe sind. Es sei
a € (p;), da (p;) zyklisch ist, existiert ein z € Z, so dass a = xp; gilt. Die Abbildung

a — T ist ein Isomorphismus der gewiinschen Form.

Betrachten wir den surjektiven Epimorphismus 7 : Z/15Z — (Z/15Z)/(Z/5Z7) =
(Z/3Z) definiert durch @ — @ + Z/5Z. Dabei sind der Kern und Bild von 7 jeweils
isomorph zu Z/3Z. Der Epimorphismus ist also zerfallend, da Kern(r) < (Z/157Z) ein
direkter Summand ist.

Lemma 4.14: Das Diagramm

A = B
N A
C
set kommutativ, d.h. X = Ba. Dann gelten:
i) Bild(a) + Kern(B) = 874 Bild(\)),
ii) Bild(a) N Kern(B) = a(Kern(X)).

Beweis. Die Beweise sind mit Hilfe des Lemma 4.3 schnell erbracht. Ad i): Da A = fa
gilt, folgt damit direkt Bild(\) = Bild(fa) = p(Bild(«)). Es gilt also Bild(\) =
B(Bild(a)) = B~ Y(Bild()\)) = B7'B(Bild(a)) = Bild(a) + Kern(f3), wobei die letz-
te Gleichung durch Anwendung von Lemma 4.3 folgt.

Ad ii): Es gilt Kern(\) = Kern(fa) = a~!(Kern(f)) und mit Lemma 4.3 folgt damit
a(Kern()\)) = a(a ' (Kern(B))) = Bild(a) N Kern(). O

Folgerung 4.15: Scien die Voraussetzungen aus letztem Lemma gegeben. Dann gelten:

46


http://www.mathematik-netz.de

mathematik-netz.de Modul-Homomorphismen

i) Epimorphismus A =  Bild(a) + Kern(8) = 7(C) = B.
ii) Monomorphismus A = Bild(a) N Kern(f) = a(0) = {0}.
B.

iii) Isomorphismus A =  Bild(a) @ Kern(f)

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen bzw. dem vorangegangenen Lemma.
O

Besonders im Hinblick auf so genannte exakte Sequenzen ist die nichste Folgerung
von grofser Wichtigkeit.

Folgerung 4.16: Scien die Voraussetzungen aus letztem Lemma gegeben. Dann gelten:

1. Fir a: A — B sind dquivalent:
a ist ein zerfallender Monomorphismus < 3 Homomorphismus 3 : B — A
mit fa = idy.

2. Fir B : B — C sind dquivalent:
B ist ein zerfallender Epimorphismus < 3 Homomorphismus v : C — B mit

py =idc.
Beweis. Ad 1.: ,=“ Es sei B = Bild(a) ® By und 7 : B — Bild(«) die durch
m(a(a) + b)) == a(a), afa)€ Bild(a), by € By,

definierte Projektion von B auf Bild(a). Weiter sei o : A — Bild(«) mit a — «(a) die
Einschrankung des Ziels von B auf Bild(«). Da a geméf Voraussetzung injektiv ist und
o sich auf das Bild von « beschriankt, ist o/ ein Isomorphismus.

A = B
N A
Bild(«)

Es sei nun 8 := o/~ '7, dann gilt
Bala) = o' trala) = o' tala) =a, ac A, (5)

also fa = 1id 4.
<" Aufgrund der Voraussetzung Sa = id, ist a ein Monomorphismus, da id stets be-
jektiv ist. Nach Folgerung 4.14, iii) zerfillt damit o.

Ad 2.: ;= Sei nun B = Kern(f) @ B; und sei ¢ : By — B die Injektion von B
in B. Da f gemif Voraussetzung surjektiv und Kern(g) N By = {0} ist, konnen wir
B . B — Bj durch b+ b fiir alle b € B; definieren. Dies entspricht einer Einschriankung
der Quelle von B auf B.
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Es ist nun offensichtlich, dass wir v := ¢8'~! setzen miissen, denn dann gilt

By(e) = BB (e) = Blbeta ())0c, c€ C,
also v = idc.
,<="“ Da [y = 1¢ gilt, ist 8 ein Epimorphismus und zerfillt damit nach Folgerung

4.14, iii). O

4.4 Summe und Durchschnitt unter Homomorphismen

In diesem Abschnitt setzen wir unsere Ausfithrungen {iber endlich erzeugte und endlich
koerzeugte Moduln fort. Dort haben wir bereits den engen Zusammenhang zwischen
endlich erzeugt und der Summe von Untermoduln sowie zwischen endlich koerzeugt und
dem Durchschnitt von Untermoduln festgestellt. Nun wenden wir uns der Frage zu, wie
sich die Summe und der Durchschnitt von Untermoduln unter Homomorphismen und
Inversenbildung verhalten.

Lemma 4.17: Seien ¢ : A — B ein Homomorphismus und {A; < A| i € I} bzw.
{B; < B| j € J} Mengen von Untermoduln der Quelle und des Ziels von o. Dann
gelten:

D) a(Qier Ai) = 2ier a(Ai),
i) o ' (Njes Bi) = Njesa ' (By),
iii) Oé_l(zje] Bj) >3 ey a~(B)),
iv) aNier Ai) < Nigg a(Ai).
Seien nun B; < Bild(«) fir alle j € J und Kern(o) < A; fir alle i € I, dann gelten:
v)
(B = S0 (),

JjeJ jeJ
a(A) =) e(A).
iel el

Bevor wir dieses Lemma beweisen vergegenwertigen wir uns zunéchst was es aussagt:
Das Summenzeichen kann aus dem Homomorphismus a und das Durchschnittszeichen
aus der Umkehrabbildung a~! gezogen werden, ohne dass sich dabei das Bild von «
dndern wiirde. Zieht man hingegen das Summenzeichen aus a~! bzw. das Durchschnitt-
szeichen aus «, so entstehen dadurch Unterrdume und unter gewissen Umstande sind
diese sogar gleich.
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Beweis. Ad i) bis iv): Man wende Lemma 4.1 und die Definitionen der Summe des Durch-
schnitts und eines Homomorphismus an.

Ad v): Durch Anwendung von i) und Lemma 4.3 ergibt sich

_1(ZBj) ZB N Bild(o Zaa '(By))

jeJ JjeJ jeJ
= a_loz(z a Y(By)) = Z a Y(B;)) + Kern(a)
jeJ JjeJ
= Zofl(B])
jeJ

Analog folgt

a((Ai) = a4 + Kern(a)) = af[ ] (a™'a(A4))))

= a0 (Y (a(4)) = () (a(4)) " Bild(a)
= Na(4)

O

Das entscheidende Ergebnis dieses Abschnitts ist die ndchste Folgerung iiber den Zu-
sammenhang zwischen endlich koerzeugten Faktormoduln und dem Durchschnitt von
Untermoduln.

Folgerung 4.18: Seien M ein R-Modul und U < M ein Untermodul. Dann gilt fol-
gende Aquivalenz:

M/U ist endlich koerzeugt < ¥V Menge {U; < M| i€ I} mit (., Ui =U gibt es
eine endliche Teilmenge Iy C I, so dass

AU:=U

i€ly
gilt.
Beweis. ,,=* Seien m : M — M /U der kanonische Epimorphismus und {U; < M| i € I}
eine Familie von Untermoduln, so dass (),.,; U; = U gilt. Fiir ein i € I ist der Kern

U = Kern(m) < U; ein Untermodul, da (,.;U; = U = Kern(n) gilt. Es sind die
Voraussetzungen von v) des letzten Lemmas erfullt deshalb folgt

(=) ==((\U:) ==(U) =0+ U =0.

el el
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Da M /U endlich koerzeugt ist existiert zur Menge {W(U) M/U|i € I} mit (e, 7(U;) =
0 eine endliche Tndexmenge Iy C I, so dass (,c,, 7(U;) = 0 gilt. Mit ii) des letzten Lem-
mas folgt damit

7 (0) = U =) =(U0)

i€l

—ﬂﬂ' 7( ﬂU—i—U mU

i€lp i€ly i€lp

»<=" Sei nun {U; < M/U| i € I} eine Menge von Untermoduln des Faktormoduls mit
Nic; Ui = 0. Mit i) aus dem letzten Lemma folgt damit

7 0) = U =5 ()T = (=~ (00
iel iel
Gemék den Voraussetzungen existiert eine endliche Indexmenge Iy C I mit
(=) =U
i€lp
Aufgrund von v) des letzten Lemmas und U = Kern(n) < 7~ (U;) folgt dann schlieRlich

ﬂﬂ' U; ﬂmr (U;)

i€ly i€l

= () Ui n Bild(r :ﬂU:
ely

i€lp

||
ol

]

5 Direktes Produkt und direkte Summe von Moduln

Die direkte Summe bzw. das direkte Produkt ist ein fundamentales Prinzip das in fast
allen Disziplinen der Mathematik Anwendung findet, deshalb werden Sie vielleicht schon
das Wichtigste zu diesem Thema wissen. Ist dies der Fall, so konnen Sie diesen Abschnitt
auch iiberspringen. Wir werden zunéchst die innere (direkte) Summe studieren, welche
wir im Anschluss zur dufieren (direkten) Summe verallgemeinern.

5.1 Definitionen und Beispiele

Die dirkete Summe ist ein Spezialfall der Summe von Untermoduln, welche wir im Ab-
schnitt 3.3 bereits kennengelernt und definiert haben:

Seien {U;| i = 1,...,n} Untermoduln eines R-Modul M, dann ist die Summe der
Untermoduln die Menge aller endlichen Linearkombinationen, genauer:

=1

=1
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Bei der Summe von Untermoduln wird keine Forderung an die Untermoduln U; gestellt,
insbesondere kann U; das Nullmodul sein bzw. kann gelten U; = Uj fiir ¢ # j und
i,je{i=1,...,n}.

DEFINITION

Es sei M ein beliebger R-Modul und {U;| i € I} eine Familie von Untermoduln von M
mit U; # {0}. Dann heift M die (innere) direkte Summe dieser Untermoduln, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(Dy) M ist die Summe der Unterrdume U;, d.h. M =>". U,

el

(Ds) Fiir jeden Index j € I gilt U; N Z?i{ U; = {0}.

Wenn M die direkte Summe der Untermoduln U; ist, wird dieser Sachverhalt durch
M = @,.; Ui oder bei endlicher Indexmenge I mit [I| =n durch M = U, @ ... U,
notiert.

Aus der Bedingung (Dy) folgt, dass die Untermoduln paarweise verschieden sein miis-
sen.

DeriNITION i) Ein Untermodul U < M heifit direkter Summand von M genau
dann, wenn ein Untermodul U’ existiert, so dass M = U @ U’ gilt.

ii) Ein Modul M # 0 heift direkt unzerlegbar genau dann, wenn {0} und M die
einzigen direkten Suammanden von M sind.

Kann man also einen Modul M in zwei Untermoduln zerlegen, d.h. es gilt M = U U’,
dann nennt man auch manchmal U’ das direkte Komplement von U.

Ist U < M ein nicht triviales Untermodul von M, dann ist U im Allgemeinen kein
direkter Summand von M. Im Gegensatz dazu kann man fiir einen Untervektorraum
U eines Vektorraums V stets ein Komplement U’ finden, so dass V = U & U’ gilt. Ein
Beweis mit Hilfe des Basiserginzungssatzes ist recht einfach: Man erginze die Basis des
Unterraums zu einer des gesamten Vektorraums.

BEISPIEL

a) Sei V ein K-Vektorraum und sei {;| i € I} eine Basis von V, dann gilt offenbar

V= @ biK.
i€l

Wie bereits bemerkt ist jeder Unterraum von V' ein direkter Summand.

b) In zZ ist das Ideal nZ mit n € N;n ¢ {0,1, —1} kein direkter Summand. Ange-
nommen Z = nZ & mZ = nm € nZNmZ = {0}, d.h. es miisste m = 0 und damit
Z = nZ also n = £1 — Widerspruch. Es folgt also, dass zZ direkt unzerlegbar ist.
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¢) Jeder einfache Modul M ist direkt unzerlegbar, da er nur die trivialen Untermoduln
besitzt.

d) Jeder Modul M, der einen grofsten Untermodul # M oder einen kleinsten Unter-
modul # {0} besitzt, ist direkt unzerlegbar.

e) Die Kleinsche Vierergruppe V4 = {(0,0);(0,1);(1,0);(1,1)} ist inneres direktes
Produkt bzw. direkte Summe der Normalteiler {(0,0);(1,0)} und {(0,0);(0,1)},
da (1,1) = (1,0) 4+ (0,1) und der Durchschnitt beider Normalteiler {(0,0)} ist.
Allerdings existiert zur Untergruppe {(0,0); (1,1)} kein direktes Komplement.

Die nun folgende Charakterisierung wird hiufig in Beweisen benétigt.

Lemma 5.1: Sei {U;| i € I} eine Familie von Untermoduln U; < M wund gelte
M =3, Ui. Dann sind dquivalent:

Es existiert eine Indexmenge J C I, so dass M = @, ,; U; gilt &

Vo € M ist die Darstellung x =
Sinne eindeutig: Gult

ey wi mit u; € Uy und J C I endlich, in folgendem

x:Zui:Zu; mit u;, u; € U,
so folgt Vi € J, dass u; = u} gilt.
Beweis. .= Es sei M = @,_, U; die Zerlegung in eine direkte Summe, insbesondere

gelten also (geméf Definition) die Bedingungen (D;) und (D). Sei nun z = ), u; =
> ics U;, dann folgt

uj—uj—g U; — U, € Ujﬂg Ui
WV i€J i€J
€U, J#i J#i

Wegen (D) gilt U; N ZiJ U < U;n Ei‘ff Ui = {0} und deshalb folgt u; = u/ fiir alle
jeJ. ‘

,<="“ Sei u € <Uj mZi‘iJv U,-), dann gilt v = up € U, und es gibt eine endliche
Teilmenge J C I mit k ¢ J, so dass

u:ukzg U;, u; € Us.

Fiillt man die linke Seite mit Summanden 0 € U;,¢ € J und die rechte Seite mit dem
Summanden 0 € Uy auf, so kommt auf beiden Seiten die gleiche endliche Indexmenge
J U {k} vor und wegen der Eindeutigkeit folgt u = u;, = 0, d.h. es gilt (D,). O

Man kann eine direkte Summe auch fiir beliebige Moduln definieren. Dabei kénnen
beliebige Moduln M # {0}, also nicht nur Untermoduln eines vorgegebenen Moduls, in
Beziehung zueinander treten. Deshalb bezeichnen wir diese direkte Summe bzw. dieses
direkte Produkt auch als duferes Produkt bzw. duflere Summe.
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DEFINITION
Es sei {M;| i € I, M; # 0} eine Familie von Moduln iiber dem Ring R. Es sei

X::{a:]—>UMZ~}
iel

die Menge aller Abbildungen von der Indexmenge [ in die Vereinigungsmenge der Mo-
duln.

i) Fiir jeden Index ¢ € I ist o(i) ein Element aus M.
ii) Es gilt o(i) # 0 fiir hochstens endlich viele Indizes.

Erfiillt die Menge X nun die Eigenschaften i) und ii) und sind oy, 02 und o Abbildun-
gen aus X, so ist bei festem Index i sowohl oy(i) + o5(i) als auch ro(i) wieder ein
Modulelement aus M;. Die durch

(o1 4 02)(1) := 01(3) + 02(1) und

(ro)(i) :=ro(i)

definierten Abbildungen besitzen daher wieder die Eigenschaft i) und ii).

Der R-Modul X mit den Eigenschaften i) und ii) heift (dufere) direkte Summe der
Modulfamilie {M;| ¢ € I, M; # 0} und wird mit @,_; M; bzw. bei endlicher Indexmenge
M, & ... ® M, bezeichnet.

Erfiillt die Menge X lediglich die Eigenschaft i), so heifft der dadurch entstandene
R-Modul X das (dubere) direkte Produkt der Modulfamilie {M;| i € I, M; # 0} und
wird durch Hie] M; bzw. bei endlicher Indexmenge durch X; x ... x X,, notiert.

Es ist X = @,.; M; ein Untermoduln von []4 € IM; und sogar ein echter Untermodul
fiir eine unendliche Indexmenge I. Ist I jedoch endlich, dann sind direkte Summe und
direktes Produkt identisch. Die duftere direkte Summe bzw. das dufere direkte Produkt
kann fiir eine endliche Indexmenge I auch intuitiver charakterisiert werden:

Zunéchst ist ein Modulelment o aus [[¢ € IM; eine Abbildung der Indexmenge. Thr
entspricht im Fall |/| = n € N jedoch umkehrbar eindeutig ein n-Tupel (my,...,m,) des
Bildes my := «a(1),...,m, := a(n). Gilt namlich my; € M,...,m, € M,, so bestimmt

das n-Tupel (my,...,m,) auch eindeutig die durch «(i) = m; (i = 1,...,n) definierte
Abbilung. In diesem Sinn kann man also M; & ... @& M, auch als Menge aller n-Tupel
(mq,...,m,) auffassen, bei denen m; € M; fir i = 1,..., n gilt.

5.2 Universelle Abbildungseigenschaften

Die beiden folgenden Definitionen sind unscheinbar, doch von gréfster Wichtigkeit. Es
sei im Folgenden stets [ eine Indexmenge und J C [.
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DEFINITION

Ist M := [],c; M; das direkte Produkt der R-Moduln M;, so sind in natiirlicher Weise
Modulhomomorphismen 7; : M — M; mit ¢ € I definiert durch o — m;(0) := o(i). Die
Abbildung ; heifst die Projektion auf die i-te Komponente.

Zur Projektion dual definiert man R-Homomorphismen «; : M; — @id M; durch
a;(m;) = (nj)jes, wobei n; = 0 fiir i # j und n; = m,; gesetzt sind. Die Abbildung «;
nennt man Injektion. Oftmals notieren wir die Injektion auch durch ¢.

Fir I = {1,2,...,n} sind entspricht der Projektion gerade 7;(my,...,m;,...,m,) =
m; und der Injektion o;(m;) := (0,...,0,m;,0,...,0) mit m; als i-ten Eintrag.

SATZ 5.2: Ist 7 eine Permutation der Indexmenge I einer Familie {M;| i € I, M; #
0} von R-Moduln. Weiter sei I = Ujej I; eine Zerlegung von I in disjunkte Teilmengen.
Dann gilt:

1) TLier Mi = [Lier Mry  bzw. @icr Mi = Dier M)
2) [l M = HjEJ Hielj M;  bzw. D M; = @jeJ (@iEIj MZ)

Beweis. Ad 1): Es sei 0 € {¢ : I — U;e; Mi| Vi € I : ¢(i) € M;} ein beliebi-
ges Element aus dem direkten Produkt [[,., M;. Man betrachte dann die Abbildung
A:TSTS [L.c; Mr) definiert durch o +— o o 7. Die Abbildung A ist ein Moduliso-
morphismus. Damit folgt auch die Behauptung fiir die direkte Summe.

Ad 2): Nun betrachte man den Modulisomorphismus A definiert durch o — |J

jes 94>
wobei 0; € [[,c; M; die Restriktion von o auf I; bezeichnet und | ;. ; 0; durch (Ujej aj> (k) =

Of.

’iEIj

Projektionen sind insbesondere im Kontext von direkten Produkten von Interesse;
dagegen interessiert man sich im Kontext der direkten Summen insbesondere fiir Injek-
tionen. Dies wir auch an den beiden folgenden Satzen zum Ausdruck gebracht.

SATZ 5.3: Secien A ein R-Modul und {M;| i € I} eine Familie von Moduln iiber R. Sei
weiter {¢; : A — M;| ¢ homomorph ,i € I} eine Familie von Modul-Homomorphismen,
dann gibt es genau einen Modul-Homomorphismus ¢ : A — [[.c; M;, so dass fiir jedes
1 € I das folgende Diagramm

7

Hie] M;

S ¢

A
kommutiert, d.h. ¢; = ;0 ¢ gilt.

Beweis. Angenommen es existiert ein derartiges ¢ : A — [],.; M;, dann muss wegen
;0 ¢ = ¢; die j-te Komponente von ¢(a) € [[;,.; M; gleich ¢;(a) sein. Es ist also
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notwendig fiir das gesuchte ¢, dass fiir alle ¢ € I die Gleichung ¢(a)(i) = ¢;(a) erfiillt
ist. Sei nun ¢(a)(i) := ¢;(a), dann ist andererseits das dadurch definierte ¢ selbst ein
Modul-Homomorphismus und es gilt ¢; = 7; o ¢. [

SATZ 5.4: Seien A ein R-Modul und {M;| i € I} eine Familie von Moduln iiber R. Sei
weiter {1; : M; — A| v homomorph ,i € I} eine Familie von Modul-Homomorphismen,
dann gibt es genau einen Modul-Homomorphismus ¥ : @,.; M; — A, so dass fiir jedes
1 € I das folgende Diagramm

@iEI M'L a; M]

o
N

A
kommutiert, d.h. 1; =1 o «; gilt.

Beweis. Fiir ein jedes m = (m;| i € I) € @,.; M; gilt m = Y., a;(m;). Besitzt die
Indexmenge [ unendlich viele Elemente, so ist diese Summe formal unendlich. Dennoch
kann man auch in diesem Fall ) ., o;(m;) als endliche Summe behandeln, da nur endlich
vielen Summanden ungleich Null sind. Angenommen es gibt das gesuchte ¢ mit Yoa; =
1;, dann muss gelten:

Blm) = p(mi] i € 1) = (Z ai<mi>> =3 vau(ms) = 3 vi(ms).
iel il il
Fiir ein (festes) j € I wird durch die Injektionen «; die Komposition 9 o a; fiir den
Eintrage m; auf das Bild von ;(m;) zuriickgefithrt. Dadurch wird die Funktion v ein-
deutig festgelegt. Natiirlich besitzt o : (m;| i € I) — > ..;1;(m;) die geforderten
Eigenschaften, da alle v; selbst homomorph sind. O

6 Freie Moduln und Basen von Moduln

Wie wir bereits weiter oben konstatiert haben, sind die Axiome fiir Moduln und Vek-
torrdume sehr dhnlich. Trotz der formalen Ahnlichkeit zwischen den Definitionen eines
R-Modul und eines K-Vektorraum kann man vergleichsweise wenig aus der Theorie der
Vektorraume in die Theorie der Moduln iibertragen. Dies liegt insbesondere daran, dass
der Begriff des Ringes und damit des Moduls zu allgemein gehalten ist, um eine derart
strenge Struktur (wie die eines Vektorraumes) zu erhalten. Deshalb ist die Modultheorie
wesentlich komplizierter und aufwendiger, als die {iber Vektorrdume. Dennoch liegt der
Versuch, das Methodenarsenal der Vektorrdume derart zu modifizieren, nahe, um einige
Ergebnisse iiber Vektorrdume auch fiir Moduln nutzbar zu machen.

6.1 Grundbegriffe und Beispiele

Ein grofter Unterschied zwischen Vektorraumen und Moduln ist, dass Moduln im Allge-
meinen keine Basis besitzen. Bestimmte abelsche Gruppen G, betrachtet als Z-Modul,
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besitzen z.B. keine Basis. Wollen wir also Erkenntnisse aus der linearen Algebra ,retten”,
so werden wir nicht umhinkommen, den im Abschnitt 2 allgemein definierten Begriff Mo-
dul einzuschrinken. In diesem Abschnitt betrachten wir ausschlieflich unitire Moduln,
d.h. es gilt stets 1-x = .

DEFINITION
Es seien R ein Ring, M ein R-Linksmodul und B C M eine Teilmenge von M.

(1) Jede endliche Summe > " | r; - b; mit r; € R, b; € B,n € N, wird als Linearkom-
bination von Elementen aus B bezeichnet.

(2) Die Teilmenge B von M heift linear unabhingig, falls fiir jede endliche Teilmen-
ge {b1,...,bp} CB (meN, b #b, fiiri# jundi,j ={1,...,m}) aus

m
T‘sz:O mitTiER,

=1

folgt, dass r; = 0 fiir alle ¢ € {1,...,m}. Erfiillt die Teilmenge B von M diese
Bedingung nicht nennen wir sie linear abhéngig.

(3) Eine Teilmenge B eines Modul M heift Basis von M, wenn B ein Erzeugenden-
system von M, d.h. (B) = M gilt, und B linear unabhiingig ist.

Beachten Sie, dass eine linear unabhéingige Teilmenge in der Literatur auch oftmals als
frei bezeichnet wird. Da dies jedoch zu ungewollten Verwechslungen mit freien Moduln
fiihren kénnte, werden wir im Folgenden stets den Begriff ,linear unabhéngig” bevorzu-
gen.

Ist B # ) ein Erzeugendensystem von M, so lisst sich jedes Element m aus M als
endliche Linearkombination m = ZLI r; - b; mit r; € R, b; € B schreiben.

BEISPIEL

a) Durch entsprechende Interpretation ist die leere Menge ) linear unabhéngig. Grund-
sitzlich erfiillt die leere Menge, aufgrund von Mangel an Elementen, jede Allaussa-
ge: ,Gib mir ein Element der leeren Menge und ich zeige Dir, dass dieses Element
die geforderte Aussage erfiillt“. Ansonsten kénnte man auch einfach per Definition
die leere Menge als linear unabhéngig erkldren. Weiter ist die leere Menge geméfs
Definition Basis des Nullmoduls 0.

b) Jede Teilmenge, die die 0 enthélt ist nicht linear unabhéngig (also linear abhéngig),
denn >0 - b;+7r-0 = 0 gilt auch fiir » # 0. Allgemeiner formuliert ist jede Teilmenge
mit einem Torsionselement (Element von endlicher Ordnung) linear abhéngig.

¢) Jeder (unitdare) Modul M besitzt sich selbst als Erzeugendensystem, denn jedes
m € M ist als (endliche) Linearkombination der Form m = 1-m darstellbar.
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d)

e)

6.2

Ist R ein (unitédrer) Ring, so ist {1} eine Basis von R als R-Links- oder Rechts-
Modul betrachtet.

Sei R ein Ring mit 1, dann ist {(1,0);(0,1)} eine Basis fiir das R-Modul RZ.
Vergleichen Sie mit d).

Ist I # () eine (endliche oder unendliche) Indexmenge, dann ist die direkte Summe

@,c; Ri mit R; := R fiir alle 7 € I linear unabhéngig und ein Erzeugendensystem.
L ie
Es sei §;; das Kroneckerdelta (auch Kroneckersymbol), d.h. ¢;; = {0’ Z?é‘]
y V7

Die Basis
Be:={ei: 1 = R| e(j) = 0i; mit i, j € [},

besteht aus den Kronecker-Delta-Funktionen. Im endlichen Fall I = {1,2,...,n}
kann man eine bijektive Abbildung zwischen B, und der Menge der Standardba-
sisvektoren e; := (0,...,0, 1 ,0,...,0) des R™ angeben. Dabei wird jeder

i-ter Eintrag

Standardbasisvektor e; auf d;; abgebildet.

Das fiir jede Linearkombination 2?21 r;0;; = 0 automatisch r; = 0 fiir alle 7 €
{1,...,n} folgt direkt aus der Definition der J;;. Da 1 den Ring R erzeugt und
man die direkte Summe auch als Menge aller Abbildungen I — | J,_; R; betrachten
kann, folgt auch, dass B, ein Erzeugendensystem ist.

el

In dem Modul M := (Z,+) iiber dem Ring Z ist nur {1} oder {—1} eine Basis von
M. So ist z.B. {2,5} zwar ein minimales Erzeugendensystem, da man jedes x € Z
durch z - (5 — 2 - 2) = x erhiilt, jedoch ist {2,5} nicht linear unabhéngig. Aus der
Gleichung z; - 2+ 25 -5 = 0 folgt also nicht notwendig 2, zo = 0. Man kénnte bspw.
z1 := —b5 und 2, := 2 setzen. Es ist also eine einzige ganze Zahl, z.B. {5}, maximal
linear unabhéngig, da Z ein Integritatsring ist.

Freie Moduln

DEFINITION
Es sei M ein R-Modul. Der R-Modul M heift frei, falls eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

(i)
(ii)

(iii)

M Dbesitzt eine Basis.

Es gibt eine Teilmenge B von M, so dass sich jedes m € M eindeutig in der Form
m =7, T bmit r, € R, r, =0 fiir fast alle b € B, schreiben lésst.

M ist isomorph zu R := D,c; R als R-Linksmodul fiir eine geeignete Indexmenge
I.

Wir beweisen die Aquivalenz dieser drei Aussagen.
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Beweis. (1) = (ii): Ist B eine Basis von M, so schreibt sich jedes m € M als m =
Y pep Ty b mit 7, € R, fast alle r, = 0. Diese Darstellung ist eindeutig, da aus m =
YovenTs D=2 ycpsp-bfolgt >, p(ry —sp) - b=0, also 1, = s, und B ist linear unab-
héngig.

(ii) = (iii): Aus der Voraussetzung folgt die Existenz einer Teilmenge B von M,
so dass sich jedes Modulelement eindeutig als Linearkombination schreiben lisst. Eine
Linearkombination ist eine endliche Summe mit einzelnen Summanden r, - b € M mit
b € B, d.h. jeder Summand liegt auf jeden Fall im Untermodul Rb. Deshalb ldsst sich
M auch wie folgt als direkte Summe von Untermoduln darstellen:

M%@Rb.

beB

Fiir b € B gilt Ann(b) = {0} und nach Bemerkung 6 ist dann R/{0} = Rb < R = Rb
als R-Linksmodul. Damit folgt schlieflich

M%’@R.

beB

(iii) = (i): Eine Basis von B, R ist {6;;] i € I}. Vergleich Sie bitte mit dem Beispiel
f) aus diesem Teilabschnitt. O

Neben all den oben genannten Beispielen sind natiirlich simtliche Vektorrdume (als
Spezialfiille von Moduln) zugleich auch freie Moduln.

Folgerung 6.1: Ist M cin endlich erzeugter R-Modul und sei M linear unabhdngig,
dann gibt eseinnmn e Nmit M2 R"=R®R® ... ® R.

Beweis. Sei M = (x1,...,x,) und B eine Basis. Die z; sind eindeutig darstellbar als
T; = ZbeB ry - b, da nach Voraussetzungen B eine Basis ist. Das bedeutet insbesonde-
re, dass die Darstellung z; = ), 575 - b eine Linearkombination, also endlich ist. Die
x; erzeugen den Modul M, deshalb kénnen wir ein beliebiges Modulelement m € M
durch m =37 si-x; = =1 8 -1 - b, wobel nur endlich viele verschiedene b an der

Summenbildung beteiligt sind, d.h. B ist endlich. 0

BEMERKUNG 8
Fiir einen freien R-Modul M # {0} ist Ann(M) = {0} C R.

Beweis. Angenommen es gibe ein r € Ann(M), r # 0. Weiter sei b € B ein Basiselement,
dann folgt aufgrund der Linearkombination r - b = 0 und der linearen Unabhéngigkeit,
dass das Ringlement r doch gleich 0 sein muss — Widerspruch. ]

Ein zentrales Ergebnis der linearen Algebra besagt: Ist V' ein Vektorraum und B, B’
Basen von V| dann enthélt B und B’ gleich viele Basisvektoren. Dies muss fiir Moduln
im Allgemeinen nicht mehr gelten, wie folgendes Beispiel (vgl. MEYBERG, Algebra, Band
1, 5.3) zeigt.
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BEISPIEL

Es sei ein Vektorraum V' iiber dem Korper K mit abzéhlbar unendlicher Basis By :=
{z1,x9,...} gegeben. Die direkte Summe W := V @V ist selbst auch ein K-Vektorraum
mit abzéhlbarer Basis By . Da die Vektorrdume V und W gleichmachtig sind, d.h. es gilt
|By| = |Bw/| existiert eine bijektive Abbildung f : By — By, die zu einer K-linearen
Abbildung f : V — W durch

f(Z ria) = an(xi)

erweitert werden kann; es ist f also ein Vektorraum-Homomorphismus. Im Folgenden
notieren wir die Komposition zweier Funktionen f und g oft in der Kurzform fg := fog.
Wir setzen End := Endg (V) und betrachten die Abbildung f : End & End — End
definiert durch

f(@ @) (x) := ¢(fi(x)) + P (fa(2)),

wobei die Funktionen f; bzw. fo durch die Gleichung f(x) = fi(z) @ fo(z) erklart
sein sollen — dies ist aufgrund der Definition des Vektorraums W = V & V legitim.
Jeder Vektor x € W kann geméf Definition als direkte Summe (=direktes Produkt)
r = udv = uxv =: (u,v) geschrieben werden; die Funktionen f; bzw. f; sind also jeweils
fiir einen Unterraum von W zusténdig. Wir kénnen also z.B. f(u,v) := fi(u,0)+ f2(0,v)
setzen.

Wir zeigen nun, dass fein Isomorphismus der freien Moduln End @& End und End ist.
Es ist f ein Gruppen-Homomorphismus der zu Grunde liegenden Gruppen (V,+) bzw.
(W, +) und als direkte Folgerung der Definition ist damit auch fein Homomorphismus.
Sei m € End, dann gilt aber auch

fm- (@ ))(x) = m(ofi(x)) + (P fa(x))

=nf(¢ @) (x).

Bisher haben wir gezeigt, dass f ein Modul-Homomorphismus ist. Es bleibt noch die

Bijektivitét zu zeigen. Sei dazu ¢ B = (¢,0) € Kern(f) C (End® End). Es muss also
fir alle z = (u,v) € W fiir das Paar (¢,)

¢(f1(u,0)) + ¥ (f2(0,v)) =0

gelten. Insbesondere muss also fiir (u,0) € W die Gleichung ¢( f1(u,0)) 4+ (f2(0,0)) =0
fiir alle u,v € V erfiillt sein. Doch ¢(f,(u,0)) = 0 kann nur fir ¢ = 0 gelten, da f
bijektiv. Analog kann man ¢ = 0 folgern, womit schlieflich (p,0) = (6, 6) folgt. Es ist
also Kern(f) = {(0,0)} und damit f injektiv.

Dass fvauch surjektiv ist kann man folgendermafsen einsehen: Es sei m € End, dann

—1
setzen wir g :=wf V@V NV SV ound g1 = gveo und gz := gopgv, d.h. es ist
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g = g1 D g». Nun wenden wir die Funktionen ¢ auf ]?an:

(g1 @ g2)(x) = f(g1 & g2)(u,v)
= g1f1(u,0) + g2 f2(0,v)
= (fi(w,0)®0) +7f (0@ f2(0,0))
=7(f7 (fi(u,0) ©0) + 0@ £2(0,0)))

= 7(x).

Damit haben wir nachgewiesen, dass fein Isomorphismus der freien Moduln End® End
und End ist, d.h. End = End ® End als End-Moduln. Aus End = End & End kann
man induktiv End® = End™ fiir alle m,n € N folgern. Natiirlich besitzt eine mogiche
Basis von End™ und End™ fiir m # n jeweils eine differente Machtigkeit der Basen.

Der folgende Satz gibt nun Voraussetzungen an, in der die im letzten Beispiel aufge-
zeigte Situation nicht mehr auftreten kann. Fiir kommutative Ringe mit 1 verhalten sich
freie R-Moduln wie Vektorrdume bzw. in diesem Fall sind es sogar Vektorrdume.

SATZ 6.2: Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und M ein freier R-Modul, dann haben
je zwet Basen von M dieselbe Mdachtigkeit.

Fiir den Beweis benotigen wir den

SATZ 6.3: Ist R ein Ring mit 1 und a # R ein Ideal von R, dann gibt es in R
mindestens ein mazximales Ideal m mit a C m.

Den Satz 6.3 werden wir an dieser Stelle nicht beweisen; allerdings werden wir einen
ganz dhnlichen Beweis bzw. ein Beweisprinzip im Satz 4.5 aufzeigen, welches das Zorn-
sche Lemma verwendet und in der Modul- und Ringtheorie von grofer Bedeutung ist.
Mit Hilfe dieses Beweisprinzips ist es dann nicht mehr schwer den Nachweis des letzten
Satzes selbst durchzufiihren. Alternativ kann man natiirlich auch in der [Literatur nach-
schlagen, z.B. MEYBERG, LANG oder VAN DER WAERDEN. Nun aber die Beweisfiihrung
von Satz 6.2:

Beweis. (von Satz 6.2)

Nach Satz 6.3 enthédlt R ein maximales Ideal m. Wie aus der Algebra bekannt gilt: R/m
ist Korper genau dann, wenn m ein maximales Ideal von R ist, also ist R/m ein Korper.
Wie in Abschnitt 3.6 erldutert wird M/mM zu einem Vektorraum iiber dem Koérper
K := R/m. Da M ein freier Modul ist, gilt M = @, Rb mit einer Basis B. Daraus
folgt mit Hilfe der Basis B mM = @, mb und damit die Isomorphie

M/mM = (@ Rb) / <@ mb> > P rb/mb = P R/m.

beB beB beB beB

Somit hat M /mM als K-Vektorraum eine Basis der Méachtigkeit von B. Aus der Invari-
anz der Méchtigkeit von Vektorraumbasen folgt die Behauptung. ]

Lemma 6.4 (Zornsche Lemma): Sei A eine geordnete Menge. Besitzt jede total geord-
nete Teilmenge von A eine obere Schranke in A, dann besitzt A ein mazimales Element.
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Wir erinnern uns, dass das Zornsche Lemma zum Auswahlaxiom und dem Wohlord-
nungssatz dquivalent ist. Nun der bereits angekiindigte Satz, in dessen Beweis ein wich-
tiges Beweisprinzip zu finden ist.

SATZ 6.5: Jeder Vektorraum V idber einem Schiefkérper K besitzt eine Basis.

Beweis. Sei K ein Schiefkérper und V' ein Vektorraum iiber K. Bezeichne £ die Menge
aller linear unabhingigen Teilmengen von V. Da die leere Menge linear unabhingig
ist, ist £ nicht leer. Mit der Inklusion von Teilmengen als Ordnungsrelation ist £ eine
geordnete Menge. Um das Zornsche Lemma anwenden zu konnen, muss gezeigt werden,
dass jede total geordnete Teilmenge A von L eine obere Schranke in £ besitzt. Ist A = (),
dann ist jedes Element aus £ obere Schranke von A. Sei nun A = {X;| j € J} # ), dann
zeigen wir, dass

X=X

jet
linear unabhéngig ist und daher eine obere Schranke von A in £ darstellt. Seien x4, ..., x,
verschiedene Elemente aus A. Da A total geordnet ist, gibt es ein X; € Amit 4,...,2, €

X;. Da X; linear unabhéngig ist, ist {zi,...,2,} linear unabhéngig und folglich ist
X linear unabhéngig. Nach dem Zornschen Lemma existiert dann in £ ein maximales
Element Y. Wir zeigen, dass Y eine Basis von V iiber K ist. Da Y linear unabhingig
ist, braucht nur (V') gezeigt zu werden. Ist V' = 0, dann folgt ¥ = () und nach Definition
von (y) folgt (Y) = V. Ist V # 0, dann folgt Y # (). Sei nun v € V mit v ¢ Y, dann
kann Y U{v} wegen der Maximalitat von Y nicht linear unabhéngig sein. Also existieren
verschiedene y1,...,y, € Y sowie k, ky,...,k, € K mit

’U]{? + Zyjk:j = O,

J=1

wobei nicht alle £, &y, ..., k, gleich 0 sind. k = 0 ist nicht moglich, da dann k; = 0 fiir
j€{1,...,n} folgen wiirde, weil Y linear unabhéingig ist. Wegen k # 0 folgt

v=vkkT =) yi(—kikT) € (Y),
j=1

also V = (Y). O

Wie wir bereits in Abschnitt 2.2 festgestellt haben ist jeder Ring R iiber sich selbst
ein R-Modul. Die Ringmultiplikation ist eigentlich eine innere Verkniipfung, das hindert
jedoch nicht daran (a,b) — ab auch als dufere Verkniipfung aufzufassen. Auch fiir den
nun folgenden Satz ist es von entscheidender Bedeutung, dass R ein kommutativer Ring
mit Einselement ist.

SATZ 6.6: Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement 1r, M ein R-Modul und

xr € M ein Modulelement. Dann gibt es genau einen Modul-Homomorphismus f : R —
M mit f(1g) = x.
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Bewers. Zunichst sei bemerkt, dass der Modulhomomorphismus f : R — M als Defi-
nitionsmenge einen kommutativen Ring R besitzt und deshalb ein zweiseitiges Modul
ist. Wir miissen also den Ring R als ein Modul {iber sich selbst auffassen. Angenom-
men der Homomorphismus f wiirde existieren, dann muss fiir jedes » € R aufgrund der
Homogenitét

f(r)y=flrlg) =rf(lg)=r-z=a-r

gelten, da gem#f Voraussetzungen f(1r) = x angenommen wird und R kommutativ ist.
Es sei nun f : R — M definiert durch r — rz = zr, dann ist f in der Tat ein Homomor-
phismus (die sog. Rechts- bzw. Linksmultiplikation) und es gilt 1z — 1gz = z:

Seien r,s € Rund € M, dann gilt f(r+s) = (r+s)xr =rz+ sz = f(r)+ f(s) und
damit die Additivitéit. Die Homogenitét folgt durch f(rs) = (rs)x = r(sx) =rf(s). O

Wir haben also gerade nachgewiesen, dass es zu jedem Modulelement z € M genau
einen Modul-Homomorphismus f : R — M gibt, so dass das Einselement von R auf
das fixierte x € M abgebildet wird. Da der Ring R als kommutativ vorausgesetzt wird
sind R und M beide als R-Modul jeweils zweiseitig, deshalb entsprechen sich Links- und
Rechtsmultiplikation.

Sei nun {z; € M| j € J} eine Familie von Elementen. Nach Satz 6.6 gibt es zu jedem
J € J genau einen Modul-Homomorphismus f; : R — M mit f;(1g) = x;. Die Familie
von Elementen {z;| j € J} induziert damit eine Familie von Modul-Homomorphismen
{f; + R = M] f; homomorph, f;(1g) = z;, j € J}. Gemél Satz 5.4 existiert ein
Modul-Homomorphismus

fPr—Mm (6)

jedJ

fir den for; = f; fiir alle j € J gilt, wobei r; die Injektion auf den j-ten Eintrag ist.
Wendet man (r;| j € J) € P, R auf f an, so kann man jedes Bild

flr;ljed)= Zr]x]

JjeJ

als Linearkombination dargestellt werden. Ist die Indexmenge J endlich (bspw. |J| = n),
dann entspricht dies gerade

f(Tl,...,Tn) = f(lRT’l,...,lRTn) = ij(l}ﬂ’j) = Z’f’jfj(l}g) = erxj.

jeJ jeJ jeJ
Lemma 6.7: Unter den vorgenannten Voraussetzungen gilt:
(i) f st injektiv < {x;| j € J} ist linear unabhdngig.
(ii) f ist surjektiv < {xz;| j € J} ist ein Erzeugendensystem.

(ili) f ist bijektiv < {z;| j € J} ist eine Basis von M.
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Beweis. Ad (i): f injektiv < Kern der Abbildung f : @,.; R — M definiert durch
(rjl 5 € J) = > e, rjz; besteht nur aus {0} < >, ;rz; = 0= r; =0 fiir alle j € J
& f injektiv.

Ad (ii): f surjektiv i Ym € M 3Jy C J mit |[Jo| =n € N, so dass m = >0 r;;
gilt. D.h. jedes Element kann als (endliche) Linearkombination aus Elementen von X :=
{z;] j € J} dargestellt werden. Aufgrund der Identitat f(r1,...,r,) =327 1 fi(1r) =
> j=17jx; = m ist klar, dass damit gerade die Surjektivitét der Funktion f gemeint ist.

Ad (iii): Folgt direkt aus (i) und (ii). O

In den folgenden Beispielen werden wir sehen, dass das letzte Lemma eine sehr niitz-
liche Charakterisierung darstellt.

BEISPIEL

a) Schon zu Beginn dieses Abschnitts, haben wir darauf hingewiesen, dass Moduln im
Allgemeinen keine Basis besitzen. Seien m > 2 eine natiirliche Zahl und (Z/mZ, +)
betrachtet als Z-Modul. Das Modul ist endlich und besitzt genau m Elemente. Es
seien nun z; € Z/mZ fiir alle j € J. Sodann kénnen wir den nach (5) zugehorigen
Modul-Homomorphismus

fPz—z/mz

bilden. Ist J # (), so kann f nicht injektiv sein, da eine unendliche in eine endliche
Menge abgebildet wird. Eine direkte Summe {iber einer Indexmenge J = () ist al-
lerdings als 0 zu interpretieren, d.h. in diesem Fall kann f nicht surjektiv sein. Mit
dem Lemma 6.7 folgt also, dass Z/mZ keine Basis besitzen kann.

Natiirlich kann man auch direkt mit Hilfe der Definition nachweisen, dass Z/mZ
keine Basis besitzen kann. Sei @ ein Element des Restklassenrings Z/mZ, dann gilt:
a ist eine Einheit & ggT'(a,m) = 1 < @ ist kein Nullteiler. In diesem speziellen
Ring ist also ein Element entweder eine Einheit oder aber ein Nullteiler. Angenom-
men uns liegt eine Menge von Einheiten vor, dann miissen wir nur jedes Element
mit dem Ringelement m # 0 multiplizieren und erhalten dadurch eine nicht trivia-
le Linearkombination der Null. Eine vorgegebene Menge # () kann also nicht linear
unabhéngig sein. Dagegen kann man ein erzeugendes Element (oft auch primitives
Element) in Z/mZ finden. Das Auffinden einer primitiven Restklasse ist im All-
gemeinen jedoch keine einfache Aufgabe, jedenfalls kann eine primitive Restklasse
bzw. dessen Vertreter niemals eine Quadratzahl sein und der Vertreter muss teiler-
fremd zu m sein. Es ist bspw. {3} ein minimales Erzeugendensystem (primitives
Element) von Z/8Z.

b) Nun untersuchen wir den Z-Modul (Q, +), die Menge der rationalen Zahlen zu-
sammen mit der iiblichen Addition. Jede Menge mit mindestens zwei Elementen
v,0 € Q ist linear abhéngig. Ist 7,0 = 0, so ist die Behauptung trivial. Seien
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also 7,0 # 0 und v = a/b bzw. 6 = ¢/d die reduzierten Bruchdarstellungen. Wir
miissen nun zeigen, dass es ganze Zahlen zy, 2o € Z gibt, so dass die Linearkom-
bination 27 + 296 = 0 auch Losungen ungleich z1,2, = 0 besitzt. Weiter sei
m := kgV (b,d) € N\ {0} der Hauptnenner beider Briiche, dann sind m~y und md
ganze Zahlen. Es folgt, dass

(my)d + (—md)y =0

eine nicht triviale Linearkombination der Null ist.

Ferner hat Q kein endliches Erzeugendensystem iiber Z. Angenommen es existiert

ein endliches Erzeugendensystem {71,...,7,} mit Elementen aus Q. Bildet man
nun den Hauptnenner, d.h. berechnet man das kleinste gemeinsame Vielfache von
allen Nennern m der Zahlen ~;, i € {1,...,n}, so ist jede Linearkombination auch

als Bruchdarstellung mit Nenner m moglich. Es werden also offensichtlich nicht
alle rationale Zahlen durch das Erzeugendensystem erfasst 4.

Hinweis:
Haben Sie einen Fehler oder eine Unstimmigkeit in diesem Dokument entdeckt?
Falls dem so ist, dann senden Sie mir bitte eine E-Mail an Alexander@mathematik-
netz.de.

Vielen Dank!
Weiterhin viel Spaf mit der Mathematik!

http://www.mathematik-netz.de
http://www.mathering.de
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